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 الفصل الثالث

دة في إنتقال الحرارة  تطبيق طريقة العناصر المحدَّ

Application of Finite Element Method in Heat 

Transfer)) 

 :)الكارتيزية( للتوصيل للإحداثيات المستطيلةالمعادلة العامة  3.1

(General Conduction Equation of Cartesian Co-ordinates  ) 

يمكن اشتقاق المعادلة العامة لجسم مصمت ذو ثلاث أبعاد تتولد فيه حرارة داخلية منتظمة 

. إرجع للشكل نتيجة للتسخين الذري لجزيئات المادة, وتتغير فيه درجة الحرارة بالنسبة للزمن

 ( أدناه.3.1)

 
 (3.1شكل )

 ( Fourier's Law of conductionمن قانون فورير للتوصيل:       )
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يقول قانون فورير: معدَّل سريان الحرارة خلال معدن مصمت متجانس مفرد يتناسب طردياً 

مع مسااااحة المقطع المتعامد مع إتجاه الساااريان ومع التغير ف  درجة الحرارة بالنسااابة لطول 

ممر السريان 
dx

dt.)هذا قانون تجريب  مؤسس على المشاهدة( . 

dx

dt
AQ  

dx

dt
kAQ   السريان ف  إتجاه ,x  
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       dzdydx
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t
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QQ yy 2
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
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
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 
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
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


 

 (rate of heat generationمعدَّل توليد الحرارة:        )

                              dzdydxqQ gg  

حيث 
gq .هو معدَّل توليد الحرارة لكل وحدة حجم 

 معدَّل زيادة طاقة العنصر:

 معدَّل تغير الحرارة بالنسبة للزمن× الحرارة النوعية × معدَّل زيادة طاقة العنصر = الكتلة 

                  





t
Cdzdydx معدَّل زيادة طاقة العنصر 

 موازنة الطاقة للعنصر تُعط  بالمعادلة التالية:

 التغير ف  سريان الحرارة –معدَّل زيادة طاقة العنصر = معدَّل توليد الحرارة 

          
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
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ولكن 
C

k


 (thermal diffusivity)الانتشارية الحرارية( ) 

 .Cوالسعة الحرارية  kالانتشارية الحرارية ه  النسبة بين الموصلية الحرارية 

فف  الحالة صااااااااااااااغيرة Cكبيرة أو قيمة  kكبيرة فهذا يعن  إما أنَّ قيمة  αإذا كانت قيمة 

الأول  يكون هنالك انتقال حراري سريع وف  الحالة الثانية يكون امتصاص الحرارة بواسطة 

 الجسم صغير.

معادلة ثلاثية البعد غير مستقرة: 
 
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
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0معادلة ثلاثية البعد مستقرة:           
2

2

2

2

2

2
















k

q

z

t

y

t

x

t g 

 يات الأسطوانية )القطبية(:المعادلة العامة للتوصيل للإحداث 3.2

((General Conduction Equation for Polar Co-ordinates 

, حيث درجة rعند أي نصاااط قطر  drاعتبر ساااريان الحرارة خلال عنصااار صاااغير سااامكه 

 .k. أجعل الموصلية الحرارية للمادة tالحرارة ه  

 الطاقة كالآت :لوحدة طول ف  الاتجاه المحوري  يمكن كتابة معادلة موازنة 

 
 معادلة موازنة طاقة العنصر,
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معرفة توزيع درجة الحرارة خلال جساااااااااااااام معين ذات أهمية كبيرة ف  الكثير من المسااااااااااااااائل 

لحرارة المكتسااااابة والحرارة المفقودة من الهندساااااية. هذه المعلومة ساااااتكون مفيدة ف  حسااااااب ا

(, الآلات Turbines(, التوربينات )Boilersالجسااااااام. وه  مفيدة ف  تصاااااااميم الغلايات )

 (.Casting and moulding dies(, وقوالب السباكة والصب )Jet Enginesالنفاثة )

الحرارة يتم تلخيصااها فيما المعادلات الأساااسااية لانتقال الحرارة, موازنة الطاقة ومعدَّل انتقال 

 يل :

 (1                              )  

0حيث 

inE .)سريان الطاقة إل  المنظومة )الطاقة الداخلية = 

        
0

gE .الطاقة المتولدة ف  المنظومة = 

  0

outE     = المنظومة )الطاقة الخارجية(.سريان الطاقة خارج 

    0

e.iE  .التغير ف  الطاقة الداخلية = 

0

.

000

eioutgin EEEE 
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ل انتقال الحرارة:  3.3  ((Rate Equationsمعادلات معدَّ

 هذه المعادلات تصط معدَّل سريان الطاقة:

(i( التوصيل )conduction(     )2                   )
x

t
kAq




 

(ii )( الحملconvection(      )3               )  TThAq 

(iii(  الإشعاع )radiation(     )4          ) 44

 TTAq  

(iv ,الطاقة المتولدة ف  الجسم المصمت )0

gE 

(5 )                                               VqEg 0 

(v ,الطاقة المختزنة )0

sE 

 (6                                            )
t

T
cvEs




 0 

 (Energy balance equation)معادلة موازنة الطاقة :  3.4

 معادلة موازنة الطاقة ه ,

 dt= الطاقة الخارجة ف  زمن  dt+ الطاقة المتولدة ف  زمن  dtالطاقة الداخلة ف  زمن 

  dt+ التغير ف  الطاقة الداخلية ف  زمن 

 ومنها نحصل على ,

 (7                    )
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حيث 
c

k


 . 

 وه  معادلة تفاضلية ثلاثية البعد غير مستقرة بتوليد حراري.
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 (Galerkin Approach)طريقة جاليركن:  3.5

دة باستخدام أسلوب جاليركن يمكن وصفها بالخطوات التالية:  طريقة العناصر المحدَّ

(i)  م المنظومة لعدد من العناصر المحددة  .pتمتلك عدد من العقد مقدارها  Eقس ِّ

(ii)  افترض شاااااكل مناساااااب من التفاوت ف  درجة الحرارةT  د ف  كل عنصااااار محدَّ

عن وعب ِّر  tzyxT e  كالآت : ,,,

                                              ee TzyxNtzyxT  ,,,,, 

 ف  طريقة جاليركن فإنَّ المتبق  الوزنى لمنظومة العناصر يتم وضعه كصفر,
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 ويمكن كتابتها كالآت :

(2                         )      0321  eeeeeee pTkTkTk 

 حيث,

   (3                           )          dvBDBk
te

1
 

(4                                )     dsNNhk
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2
 

(5                             )       dvNNck
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 (One dimensional heat transferانتقال الحرارة أحادي البعد: )

 المعادلة التفاضلية كالآت :

 (12                                )0
2

2

 q
dx

Td
k  

 : مثال 3.6

 (straight uniform finمنتظم:  )زعنط مستقيم 

 
 خطوات الحل:

(iدة م القضيب إل  عدة عناصر محدَّ  ( قس ِّ
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((idealize the rod into several finite elements 

 
(ii افترض تفاوت درجة حرارة خط  ف  أي عنصر )e, 

 (1                                )  xaaxT 21

e  

 يمكن تمثيلهما بدلالة درجة الحرارة العقدية كالآت : 2aو  1aالعناصر 

 (2                 )
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
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(iii(    :اشتقاق عناصر المصفوفات )Derivation of elements matrices) 

,  ولأن هذه المسألة أحادية البعد فإنَّ

[D] = [k]                                                           الموصلية الحرارية 

                                               xNxNN 21 
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
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



















36

63
33

33

2
LL

LL

L

hp 
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




























21

12

6

6

2

6

66

2

2

3

33

33

2 L

hpL

LL

LL

L

hp 

(5                            )









21

12

6

ehpL 

]k[0افترض حالة مستقرة,  e

3 , 

 (6                            )eeee pppp 321  

 (7                             )  dvNqp
te 

1
 

dxA

L

x

L

x

qp

L

x

e
























0

1

1

 

dx
x

xL

L

Aq
dx

L

x

L

xL

Aqdx

L

x

L

x

Aqp

L

x

L

x

L

x

e


 






 



















 























000

1

1


 







































































2

2

2

2

2

2
2

2

2

2
2

2

2

1
L

L

L

Aq

L

L
L

L

Aq

x

x
Lx

L

Aq
pe  

        (8                                      )


















1

1

21

1

2

2 eALq

L

ALq   

       (9                                                  )  

L
te dsNqp

0

2 

                                                     dxp

L

x

L

x

q

L

x
























0

1
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   dx
x

xL

L

qp
dx

L

x

L

xL

qpdx

L

x

L

x

qp

L

x

e

L

x

L

x


 






 



















 























000

1

 

                  


























































1

1

2

2

2

2

2
2

2

2
2

2

2

L

L

qp

L

L
L

L

qp

x

x
Lx

L

qp 

          (10                                         )









1

1

2
2

e
e qpL

p 

                                                        dsNhTp
te

3 

                                            pdx

L

x

L

x

hT

L

x


























0

1

 

                                 dx

L

x

L

xL

phTdx

L

x

L

x

phT

L

x






















 























0

1

 

                            

L

L

x x

x
Lx

L

phT
dx

x

xL

L

phT

0

2

2

0

2

2



























 

 





 

     (11                 )









































 

1

1

21

1

2

2
2

2

2

pLhT

L

pLhT

x

x

L

phT 

    (12                                                           )  PTk



~ 

    (13                      )






































E

e

e

e

hpL

L

Ak
k

1 21

12

611

11
]

~
[ 
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    (14                 )






























































6

2

6

2

6

2

6

2

]
~

[
hpL

L

AkhpL

L

Ak

hpL

L

AkhpL

L

Ak

k 

    (15                        ) 








 




1

1

2

1

1

eee
E

e

pLhTqpLALqp 
 

q0qف  هذه الحالة  , 

 ,E = 1وعليه عندما 

    (16   )




































































































1

1

2

6

2

6

66

2

2

1

eLhpT

T

T

hpL

L

AkhpL

L

Ak

hpL

L

AkhpL

L

Ak

 

   (17            )
































































































1

1

2

3
1

6
1

6
1

3
1

2

2

1

22

22

kA

LhpT

T

T

kA

hpL

kA

hpL

kA

hpL

kA

hpL

 

 بالتعويض عن القيم المعطاة بالمسألة,

7

25

70

525

170

5125 2

2

22


















kA

hpL 

7

500

1702

2540125

2 2

2











kA

LhpT 








































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


















































1

1

7

500

21

25
1

42

25
1

42

25
1

21

25
1

2

1

T
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 ,Cº= 140 1Tبما أنَّ 

                            












































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







7

500
7
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21

46
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17
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       (1                        )
7

500

42

17
140

21

46
2  T 

       (2                     )
7

500

21

46
140

42

17
2  T 

 (,1من المعادلة )

CT(    rejectedمرفوضة ) 










 2.581

17

42

7

500

21

14046
2

 

 (,2من المعادلة )

CT)مقبولة(                    







 5.58

46

21
140

42

17

7

500
2

 

 بالنسبة للعنصرين,( 17من المعادلة )
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
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
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
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1

6
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6
1

3
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3

1
6

1
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6

1
3

1
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~
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
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







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









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
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kA

hpL

kA

hpL

kA
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3
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6
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3
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6
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1

0
6
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1
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



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

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
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 حيث,
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2
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2
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2
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 (, بالنسبة لعنصرين,17أيضاً من المعادلة )




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









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
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 ( ستصبح كالآت :17المعادلة ) 

             (18                               )
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 A, k, L, p, hعو ِّض عن قيم 
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 (,18عو ِّض ف  المعادلة )

           (19                    )
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0
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 ,Cº= 140 1Tحل المعادلة عندما 

           (1                                )
28

500

168

143
140

84

109
2  T 

CT(       rejectedمرفوضة ) 







 45.192

143

168

28

500
140

84

109
2

 

 ,192.45> 140بما أنَّ 

                                  
28

500

168

143

42

109
140

168

143
32  TT 

       (2                           )140
168

143

28

1000

168

143

42

109
32  TT 

       (3                                         )
28

500

84

109

168

143
32  TT 

 (, لتصبحا,3( و )2بإختصار المعادلتين )

       (2                                         )9.154851.06.2 32  TT 

       (3                                       )86.176.2851.0 32  TT 

( ف  3بضرب المعادلة )
6.2

 لتصبح, 851.0

     (4                                         )85.5851.028.0 32  TT 

 ( نحصل على,4( و)2بجمع المعادلتين )
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  85.59.154028.06.2 2  T 
75.16032.2 2 T 

CT  3.69
32.2

7.160
2 

 (,2ف  المعادلة ) 2Tنعو ِّض عن قيمة 

9.154851.03.696.2 3  T 
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 نبــذة عــن المــؤلـف:

 

محمد المرضاااا  سااااليمان وُلِّد  بمدينة عطبرة بالسااااودان ف  أسااااامة 

م. حاااز على دبلوم هناادسااااااااااااااااة ميكااانيكيااة من كليااة 1966العااام 

ل أيضااااً 1990عطبرة ف  العام  –الهندسااااة الميكانيكية  م. تحصااااَّ

على درجااة البكااالوريوس ف  الهناادسااااااااااااااااة الميكااانيكيااة من جااامعااة 

م , كما 1998ام الخرطوم ف  الع –السااااودان للعلوم والتكنولوجيا 

حاز على درجة الماجساااااااااااتير ف  تخصاااااااااااص ميكانيكا المواد من 

م ودرجة الدكتوراه من جامعة وادي النيل ف  العام 2003عطبرة ف  العام  –جامعة وادي النيل 

لأكثر من  م. قام بالتدريس ف  العديد من الجامعات داخل السااااااااااااااودان, بالإضااااااااااااااافة لتأليفه2017

ربية ولعشااارة كتب باللغة الإنجليزية بالإضاااافة لخمساااين ورقة علمية منشاااورة باللغة الع اً كتاب ثلاثين

بحث تخرج لكل من  ثلاثمائةف  دور نشااااااااااار ومجلات عالمية إلى جانب إشااااااااااارافه على أكثر من 

طلاب الماجساااتير, الدبلوم العال , البكالوريوس, والدبلوم العام. يشاااغِّل الآن وظيفة أساااتاذ مسااااعد 

جامعة وادي النيل. بالإضاااافة لعمله كاساااتشااااري لبعض  -ة الهندساااة والتقنية بقسااام الميكانيكا بكلي

الورش الهندسية بالمنطقة الصناعية عطبرة. هذا بجانب عمله كمدير فن  لمجموعة ورش الكمال  

يارات والخراطة العامة وكبس خراطيش  ية لخراطة أعمدة المرافس واسااااااااااااااطوانات الساااااااااااااا الهندساااااااااااااا

  الهيدروليك.

 


