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 شكر وعرفان

الشكر والعرفان لله والتبريكات والصموات عمى رسوله وخادمه محمد وعمى آله وصحابته وجميع  معن 

 تبعه وتَقفِّى أثره إلى  يوم القيامة.

  معععاكرةال هيعععود الكاتعععب ان يتقعععدم بالشعععكر أجالعععه لكعععل معععن سعععاإم بج عععده وفكعععره وو تعععه فععع  إخعععراج إعععا

زملاء/ الأسعاتاة بقسعم ال سدسعة الميكاسيكيعة بجامععة وادي السيعل ع بالصورة المطموبة ، ويخُص بالك ال

 عطبرة ، وأيضاً الإخوة/ الأساتاة بقسم ال سدسة الميكاسيكية بجامعة البحر الأحمر ع بورتسودان.

ععادة  ن العاي سعاإم بقعدر كبيعر فع  مراجععةالشكر والتقدير والعرفان لمبروفيسور/ محمود يس عثما وا 

 .ماكرةمراجعة محتويات ال

بصفة أساسية لطلاب دبموم وبكالوريوس ال سدسة ف  جمي  التخصصعات خاصعة  ماكرةال هاإدي إا

الكثيععر مععن التطبيقععات فعع  مجععال  مععاكرةال هسععتعرض إععات سععم ال سدسععة الميكاسيكيععة ، حيععث  طععلاب

 .ميكاسيكا الموادال سدسة الميكاسيكية وبالأخص ف  مجال 

بمركز داسية لخدمات الحاسوب  أسامة محمود محمد عم  سدس/ وأُعبر عن شٌكري وامتساس  إلى الم

عادة طباعة اوالطباعة بمديسة عطبرة، ال ي أسفق العديد من الساعات ف  طباعة ، مراجعة وتعديل وا 

والشععكر موصععول أيضععاً لمم سععدس/ عععوض عمعع  بكععري الععاي شععارك فعع   أكثععر مععن مععرة. مععاكرةال هإععا

 تسسيق إاا العمل.

كععون اا فاةععدة الله سععبحاسه وتعععال  أن يتقبععل إعاا العمععل المتواضعع  والععاي آمععل أن يأخيعراً ، أرجععو مععن 

 لمقارئ.         
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 مقدمة
يماسعاً مسعه بالعدور العظعيم والمُقعدَّر ل سعتاا الجعامع  فع  إثعراء حركعة التع ليف  ماكرةال هإنَّ مؤِّلف إا وا 

بمتطمبات برامج البكعالوريوس  ماكرةال هف  إاتممراج  والكتب ال سدسية ي مل أن والترجمة ل والتعريب

والععدبموم لطععلاب ال سدسععة الميكاسيكيععة ، إسدسععة الإستععاج او التصععسي  ، ال سدسععة الك رباةيععة وال سدسععة 

لغويعاً مع   معاكرةال هتفعق إعاتريعة فع  استقعال الحعرارة والكتمعة. المدسية حيث يُغطِّى مساإج سظرية ومختب

ععد السععوداس   القععاموس مرجعععاً فعع  مجالععه حيععث يمكععن أن يسععتفيد مسععه  مععاكرةعععد التُ ، و ال سدسعع  الموحَّ

من مُاكرات مؤلفه ف  تدريسعه ل عاا المُقعرر لفتعرة    ةمقتبس ماكرةال هالطالب والم سدس والباحث. إا

 عاماً.  أربعونتقل عن 

عمعى  ةمعاكر ال ت إاه. فقد اشتممميكاسيكا المصمتات أو الموادلت كيد أإمية دراسة  ماكرةال ه دف إات

واشتقا  ا حتى الوصول إلى الصعيَّ  المستخدمة ف  ميكاسيكا المواد  صياغة بعض السمااج الرياضية

المستخدمة ف  حل المساةل بالإضافة لإيراده  بعض الأمثمة لعسظم مسعتخدمة فع  التطبيقعات الس اةية 

  العممية والمُختبرية.

أسعاليب طا عة الإسفععال مشعفوعاً بعبعض  يتسعاول الفصعل الأولفصعول.  تس  عمى ماكرةال هشتمل إات

 .الأمثمة المحمولة والمساةل

الإس يار المدن ف  العارضات وال ياكل البسيطة )الجزء الأول( من وج ة فيتضمن أما الفصل الثاس  

يحتعوي إعاا الفصعل عمعى سمعااج مععن  .سظعر طريقعة مخطعط ععزم الإسحسعاء وطريقعة الشعغل الإفتراضع 

 لتدريبات. الأمثمة المحمولة وبعض ا

الإس يععار المععدن فعع  العارضععات وال ياكععل البسععيطة )الجععزء الثععاس ( دراسععة فعع  الفصععل الثالععث  يواصععل

 ويستعرض العديد من الأمثمة المحمولة والمساةل.

الإحعععداثيات الكارتيزيعععة( حيعععث  –( )الإج عععادات المسعععتوية 1سظريعععة المروسعععة )يتسعععاول الفصعععل الرابععع  

  –الإزاحة، معاد ت التوافق، معاد ت الإج اد  –د ت الإسفعال يسا ش معاد ت الإتزان، معا
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  الإسفعال، والحا ت الحدودية أو الطرفية متضمساً العديد من الأمثمة والمساةل.

الإحعداثيات الكارتيزيعة(  –( )سظعام الإج عادات الثلاثيعة 2سعة )سظريعة المرو يستعرض الفصل الخعامس 

الإسفعععععال،  –الإزاحععععة، معععععاد ت الإج ععععاد  –د ت الإسفعععععال الإتععععزان، معععععا مععععن وج ععععة سظععععر معادلععععة

 . ومعاد ت التوافق

الكارتيزيعععة لتحميعععل لعععوح  –سظريعععة المروسعععة لحالعععة الإج عععادات الثلاثيعععة أمعععا الفصعععل السعععادس فيتسعععاول 

مسععععتطيل مسععععمَّط عميععععه حمععععل عرضعععع  ويشععععتمل إععععاا الفصععععل عمععععى العديععععد مععععن الأمثمععععة السمواجيععععة 

 والمساةل.

الإحعداثيات القطبيعة(  –( )الإج عادات المسعتوية 3سظريعة المروسعة ) ساب  فع  دراسعةصل الالف يواصل

الإسفعععععال،  –الإزاحععععة، معععععاد ت الإج ععععاد  –مععععن وج ععععة سظععععر معادلععععة الإتععععزان، معععععاد ت الإسفعععععال 

 . ومعادلة الباي ارموسيك إضافة لمعديد من الأمثمة والمساةل

الإحععداثيات الأسععطواسية(  –( )الإج ععادات الثلاثيععة 4سععة )فيسععتعرض سظريععة المرو الفصععل الثععامن  أمععا

 الإسفعال. –الإزاحة، معاد ت الإج اد  –من وج ات سظر معادلة الإتزان، معاد ت الإسفعال 

والأخيعععر عمعععى دراسعععة الألعععواح الداةريعععة معععن وج عععات سظعععر مععععاد ت الإتعععزان، الفصعععل التاسععع   يشععتمل

 لمعديد من الأمثمة المحمولة والمساةل الإضافية. الإزاحة بالإضافة –معاد ت الإسفعال 

فع  إعاا  هفع  إثعراء المكتبعة الجامعيعة داخعل السعودان وخارجع معاكرةال هسعاإم إعاتإنَّ الكاتب ي معل أن 

المجال من المعرفة وي مل من القارئ ضرورة إرسال تغاية راجعة إن كاست إسالعك ثَمَّعة أخطعاء حتعى 

 .ماكرةعة التالية لميستطي  الكاتب تصويب ا ف  الطب

 والله الموفق

 المؤلف

 م2019 إبريل
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 الفصل الأول

 اساليب طاقة الانفعال

  Strain Energy Method ) ) 

 مدخل: 1.1

لحععل المسععاةل بمسععاواة الشععغل المبععاول بواسععطة الأحمععال الخارجيععة معع  طا ععة  الاساايب  إععاه تسععتخدم 

يث فعع  إععاا الفصععل عمععى واحععدة مععن  ا سفعععال المخزوسععة فعع  الجسععم ستيجععة التشععوه. سسختصععر الحععد

طرق الطا ة تعرف بسظرية كاستقمياسو. و إاه الطريقة مفيدة لإيجاد الإزاحات لأجسام مرسة معرضعة 

لأحمال محورية أو التواء أو اسحساء أو أي مجموعة معن إعاه الأحمعال. و السظريعة تفيعد أن التفاضعل 

مال الخارجية المسمطة تعط  الإزاحة عسعد سقطعة الجزة  لطا ة ا سفعال الكمية بالسسبة لأي من الأح

تسععميط الحمععل و فعع  اتجاإععه. و مصععطما  ععوة و إزاحععة إسععا يعسعع  المعسعع  العععام و بالتععال  يمكععن أن 

 تكون القوة  وة عادية أو عزم، و الإزاحة يمكن أن تكون إزاحة خطية أو زاوية.

 .((1.1رسم ))الو يمكن التعبير عن سظرية كاستقمياسو رياضياً كما يم : 
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 (1.1الرسم )



     

 

  .( أدساه1.1كما ف  الرسم ) حاول أن تبرإن الصي  التالية لطا ة ا سفعال،
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 (1.2الرسم )          

 إ  العزم الثاس  لممساحة حول محور التعادل. Iحيث أنَّ 

 أمثمة محمولة: 2.1

 (:1مثال)

ل ا مقط  مستظم مسمط عمي ا حمل مركز ف  الطرف  ( أدساه1.1كما ف  الرسم ) عارضة وتدية

 الحر. أوجد ا سحراف تحت الحمل المسمط باستخدام سظرية كاستقمياسو.

 
 (1.3رسم )ال
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 (:2مثال )

أدساه سمط عمي ا حمل مركز ف  الطرف الحعر.    .1 عارضة وتدية ل ا مقط  متدرج كما ف  الرسم

 ام  سظرية كاستقمياسو.أوجد ا سحراف تحت الحمل باستخد

 
  1.4 الرسم

 الحل:
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 (:3مثال )

استخدم سظرية كاستقمياسو لإيجاد ا سحراف الأ صعى فع  عارضعة مسعسودة إسعساد بسعيط مسعمط عمي عا 

 .  .1 كما ف  الرسم ركز ف  الوسطحمل م

 
  1.5 الرسم

 الحل:
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 ستيجة التماثل،  
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 (:4مثال )

عسد طرف عارضة وتدية مسمط عمي ا حمل موزع استخدم سظرية كاستقمياسو لإيجاد ا سحراف 

 .  .1 كما ف  الرسم باستظام



     

 

 
  1.6 الرسم

 الحل:

سسبة لعدم وجود حمل مركز عسد طرف العارضة حيث ا سحراف مطموب. فإسسا سسمط حمل وإم  
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 (:5مثال )

 أدساه.   .1 أوجد ا سحراف ف  الطرف الحر لمعارضة الوتدية الموضَّحة ف  الرسم 

 
  1.7 الرسم 

 الحل:

 يجب ا ستباه لممساةل الت  تحتوي عم  أكثر من حمل واحد له سفس الرمز، و الك لأن استخدام 



     

 

ظرية كاستقمياسو سعيؤدي إلع  حسعاب مجمعوع ا سحعراف عسعد إعاه السقعاط. لععلاج إعاا الوضع  يجعب س

 .  .1  كما ف  الرسم Q = P تغيير رمز أحد الحممين ف  المس لة الت  أمامسا مثلًا  

 
  1.8 الرسم 
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 (:6مثال )

ا ف  الرسم ف  ال يكل  Pأوجد ا سحراف الرأس  تحت الحمل   أدساه.  .1  الموضَّ



     

 

 
  1.9  الرسم 

   الحل:  
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 (:7مثال )

  .  1.1  كما ف  الرسم ( أوجد ا سحراف الأفق  ف  المثال ) 



     

 

 
   1.1 الرسم 

 الحل:

 Q=0لعدم وجود حمل أفق  عسد الطرف الحر حيث الإزاحة مطموبة فإسسا سسمط حمل وإم  
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 (:8مثال )

 Aبيسمعا الطعرف  Bمثبعت عسعد الطعرف  Rسحيف مقعوس عمعى شعكل ربع  داةعرة سصعف  طرإعا   ضيب
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 .  1.1  ( كما ف  الرسم ف  المثال )  Aأوجد الإزاحة الأفقية عسد الطرف 

 
  1.12 الرسم 



     

 

 الحل:
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عععا بالرسعععم  أدسعععاه.   1.1  حمقعععة عمعععى شعععكل سصعععف داةعععرة مثبتعععة بمسعععمار عسعععد كعععل طعععرف كمعععا موضَّ

 أحسب رد الفعل الأفق  عسد كل طرف.

 
  1.13  الرسم 

 الحل:

 تمثل رد الفعل  المطموب. ستيجة لمتماثل فإن، Qخطط الجسم الحر موضا ف  الرسم حيث أن م
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 أدساه.  1.1  أوجد رد الفعل لدي الدعامة ف  العارضة الوتدية  الموضَّحة ف  الرسم 
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 تمرين:   1.3

 . Pالإزاحة الراسية تحت الحمل المركز  ( أوجد 1. ف  المثال )1

Ans. 















 1

2

3

8

33





EI

PR 

عمعى الطعرف اليسعار كمعا فع  الرسعم أدسعاه.   Mo. عارضة مسسودة إسساد بسيط مسمط عمي عا ععزم  
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د بسيط مسمط عمي ا حملان متماثلان ف  الوض . استخدم سظرية . عارضة مسسودة إسسا1

 كاستقمياسو لإيجاد ا سحراف عسد مستصف العارضة.
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. إسشاء موضوع ف  مستوي رأس  عمى شكل ثلاثة أرباع حمقة )أسظر الرسم(. أحد الطرفين مثبت  
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 .Pمن بعض ما ستيجة لتسميط الحمل  Bو  A. أوجد المسافة  الت  تقترب ب ا السقطتان  
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. العارضة المستمرة الموضَّحة ف  الرسم أدساه تخض  لحممين متساويين كما ف  الرسم أدساه . 14

 استخدم سظرية كاستقمياسو لإيجاد رد الفعل ف  الوسط .

 
(1.375 P)Ans. 

عا فع    1ف  العارضة الماكورة فع  السعؤال   Pا تم استبدال الحمل . إا11 ( بععزم مركعز كمعا موضَّ

 الرسم أدساه أوجد رد الفعل ف  الوسط.

 

Ans. 
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 . أوجد رد الفعل لدي الدعامة ف  العارضة الوتدية الموضَّحة ف  الرسم أدساه.11
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 . B. أوجد رد الفعل الراس  عسد  Pحر ف  الحركة الأفقية ستيجة لتسميط الحمل 

 



     

 

 

Ans. 










P2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



     

 

 الفصل الثاني
 (1الانهيار المدن في العارضات والهياكل البسيطة )

Plastic Deformation in Beams and Simple Frames 1)) 
 مدخل: ..2

ف  حا ت تصميم إسشاة  معين يمكن السماح بقدر محدد من التشوإات المدسة ف  العساصر 

الإسشاةية، و بالتال  يمكن السماح ب حمال أكبر من تمك الت  تقدرإا سظرية المروسة و الت    تقبل 

اا التجاوز يعس  استخدام أفضل لممواد الإسشاةية و يسم  أي إج اد أكبر من إج اد الخضوع. إ

التصميم المدن. و ف  الحقيقة إاا ا ستخدام الأفضل يعود لبعض المواد الت  لدي ا  ابمية كبيرة ف  

التشوه المدن  بل  أن تس ار. و من أإم إاه المواد و أكثرإا استخداماً إو صمب الإسشاءات. و 

أدساه (  .1)ا سفعال ل اه المواد كما موضَّا ف  الرسم –ثل مسحس  الإج اد لدواع  التبسيط فإسسا سم

 و سسمي ا مواد مرسة مثالية المدوسة. 

 
 (1.2الرسم)

و فيمعععععا يخعععععص العارضعععععات فإسعععععه كممعععععا زادت الأحمعععععال العرضعععععية زادت ععععععزوم ا سحسعععععاء و بالتعععععال  

العاي يتععرض لععزم إسحسعاء أ صع ، ا ج ادات. و يبدأ الخضعوع فع  الشعراةا الخارجيعة عسعد المقطع  

ثم تستقل إاه التشوإات المدسة سريعاً إل  الداخل. و عسدما تعم التشوإات المدسة المقط  ب كممه فإسسعا 

سسععم  الععك المقطعع  مفصععمة لدسععة. و عسععدما يصععبا مقطعع  مععا مفصععمة لدسععة فععإن العععزم عسععده يسععم  



     

 

لععزم عسعد المفصعمة المدسعة ععزم المدوسعة الكاممعة بالعزم المدن أو ععزم المدوسعة الكاممعة . و لعن يتجعاوز ا

 م ما زادت الأحمال العرضية عمى العارضة. و فيما يم  سسمثل المفصمة المدسة بداةرة صغيرة.

وكما اكر فإن المفصمة المدسعة تحعدث عسعد المقطع  العاي يتععرض لأ صع  ععزم اسحسعاء. و إاا كاسعت 

أحععد الأحمععال أو ردود الأفعععال. إمععا إاا كععان الأحمععال مركععزة فععإن أ صعع  عععزم اسحسععاء يحععدث تحععت 

الحمل موزع باستظام فإن الأمر يتطمب عساية خاصة. و عسدما تتكعون مفصعلات لدسعة كافيعة فع  أي 

إسشاء، فإن أجزاء من الإسشاء بين المفصلات  د تتحرك بدون أي زيادة ف  الحمل. و إاا يعسع  أن 

سعععموك الآليعععات. و ل عععاا يمكعععن تمثيعععل الإسشعععاء بعععين إعععاه الأجعععزاء القابمعععة لمتحعععرك و الإزاحعععة تسعععمك 

 مفصمتين بخط مستقيم.

الحمععل الععاي يععؤدي إلعع  سشععوء عععدد كععاف مععن المفصععلات المدسععة و التعع  تقععود إلعع  ا س يععار يسععم  

 الحمل الحدي. إسالك عدة طرق لإيجاد الحمل الحدي.

 أمثمة محمولة: 2.2

 -. طريقة مخطط عزم الانحناء:1

 (: 1مثال )  

 أدساه.(  . )د الحمل الحدي لمعارضة الوتدية الموضَّحة ف  الرسم أوج

 الحل:

عزم ا سحساء الأ صى عسد الطرف المقيد. و ل اا عسدما تسش  مفصمة لدسة فإس ا ستسش  عسد الطعرف 

 المقيد و إ  كافية  س يار العارضة . 

 



     

 

 
 (2.2الرسم )

، سج Poو الحمل الحدي  MPإاا رمزسا لمعزم المدن بعع   د أنَّ

LPM oP  
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 (:2مثال )

 أدساه. ( . )أوجد الحمل الحدي لمعارضة الموضَّحة ف  الرسم

 
 (3.2الرسم)

 الحل:
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 أي أن الحمل الحدي،  
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 :(3مثال ) 

 أدساه. ( . )حة ف  الرسمالموضَّ  أوجد معدل الحمل الحدي لمعارضة 



     

 

 
 (4.2الرسم)

 الحل: 
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 إان  معدل الحمل الحدي، 
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 . طريقة الشغل الافتراضي:2

 -إاا الطريقة اس ل و لتطبيق ا يجب اتباع الخطوات التالية:

(i.حدد عد المفصلات المدسة المطموبة  س يار العارضة ) 

(iiحد ).د عدد المفصلات المدسة 

(iii.أعط العارضة إزاحة صغيرة  ثم أرسم العارضة المس ارة ) 

(iv.ًأحسب الشغل ا فتراض  و أجعل مجموعه صفرا ) 

الإزاحة. و إاه الإزاحة يجب أن تكون ف  اتجاه القوة. و إاا كاست القوة ×  حظ أن الشغل = القوة 

الشععغل يكععون موجبععاً و إ  سععيكون سععالباً. سفععس الملاحظععة و الإزاحععة ل مععا سفععس ساحيععة ا تجععاه فععإن 

 تسسحب عمى العزوم و الإزاحة الزاوية.

 (:4مثال )

 أدساه باستخدام طريقة الشغل ا فتراض . ( . ) الموضَّحة ف  الرسم أوجد الحمل الحدي لمعارضة 



     

 

 
 (5.2الرسم )

 الحل:

ط العارضععة تحععت الحمععل حيععث يصععل لكعع  تس ععار العارضععة سحتععاج إلعع  مفصععمة لدسععة واحععدة فعع  وسعع

 العزم  يمته القصوى.

 ،Pالشغل الساجم من الحمل 
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 إان معادلة الشغل ا فتراض  تصبا، 
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 (:5مثال )

 أدساه. ( . )أوجد الحمل الحدي لمعارضة الوتدية المدعومة الموضَّحة ف  الرسم 



     

 

 
 (6.2الرسم)

 الحل:

 المطموب مفصمتين  س يار العارضة إحداإما عن الطرف المبس  و الأخرى تحت الحمل المركز.

 معادلة الشغل ا فتراض ،  
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 :(6مثال )

 أدساه. ( . )ف  الرسم أوجد معدل الحمل الحدي لمعارضة الموضَّحة 

 
 (7.2الرسم)

 الحل:

 سحتاج إل   مفصمة واحدة ف  الوسط  س يار العارضة.

 الشغل ا فتراض  الساجم من الحمل الموزع،  
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 حعععظ أن الكميعععة بعععين القوسعععين المعععربعين تمثعععل مسعععاحة المثمعععث المظمعععل أو بصعععفة عامعععة المسعععاحة 

 فإن الشغل ا فتراض  يكون  Aالوا عة تحت الحمل الموزع. فإاا أشرسا إل  إاه المساحة بع 

                                   WD = A w 
 و إاه الصيغة افضل ف  ا ستخدام.

 الشغل ا فتراض : إان معادلة 
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 (:7مثال )

 أدساه. (1.1) أوجد معدل الحمل الحدي لمعارضة الموضَّحة ف  الرسم  
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 معادلة الشغل ا فتراض ،
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 (:8مثال )

 أدساه. ( . ) في ابرسم أوجد معدل الحمل الحدي لمعارضة الموضَّحة 

 
 (9.2)الرسم 

 الحل:

 المطموب مفصمة واحدة تكون حيث القيمة القصوى لمعزم. أو حيث تكون   وة القص= صفر

 ،R1أوجد أوً  رد الفعل 
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 معادلة الشغل ا فتراض ، 
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 (:9مثال )

 أدساه. ( . 1) لحمل الحدي لمعارضة الوتدية المدعومة الموضَّحة ف  الرسمأوجد معدل ا 

 
 (2. 1الرسم )

 الحل:

المطمععوب مفصععمتين  س يععار العارضععة، إحععداإما عسععد الطععرف المبسعع  و الأخععرى عسععد المقطعع  الععاي 

 من الطرف الحر.  xيتعرض لأ ص  عزم اسحساء و لسفترض أسه يبعد 

 
 = صفر، B وة القص عسد المقط  
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 (: 1مثال:)

 أدساه.  ( .11) ف  الرسم أوجد الحمل الحدي لمعارضة الموضَّحة 

 الحل:

أو  Pإععاه العارضععة تحتععاج لمفصععمة واحععدة لكعع  تس ععار. وإععاه المفصععمة إمععا أن تكععون تحععت الحمععل 

 .  3Pالحمل 

 
 (11.2الرسم )

 إان إسالك احتما ن و بالتال  حلان أحدإما يكون مقبوً  و الآخر مرفوضاً.

 .Pا حتمال الأول. المفصمة تحت الحمل 

 معادلة الشغل ا فتراض ،
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 تمرين:   2.3

 أوجد الحمل الحدي لمعارضات أدناه.  
1 . 
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 لثثاالفصل ال
 (2الانهيار المدن في العارضات والهياكل البسيطة )

  Plastic Deformation in Beams and Simple Frames 2)) 
 

 مدخل: ..3

خا عارضة اات مقط  عشواة  مزدوج التماثل كما ف  الرسم أدساه. المادة مرسة مثالية المدوسة ف  

ق. أنَّ مخطَّط توزي  ا ج ادات ف  أي حالة الشد و الضغط كما أشرسا إل  الك ف  الفصل الساب

كما  مقط  يتغير كمما تحول المقط  من المروسة إل  المدوسة الكاممة حين يصبا مفصمة لدسة

 .(1.1)موضَّا ف  الرسم

 
 (1.3الرسم)

 أمثمة محمولة: 3.2

 (: 1مثال )

وضَّا كما م  50mm×25mm أوجد عزم المدوسة الكاممة لعارضة من الصمب مقطع ا مستطيل 

250N/mmول ا إج اد خضوع  .(1.1) ف  الرسم
. أوجد العزم المرن. أوجد العزم الاي يؤدي   

 من الحافة. 10mmإل  تشوإات لدسة لعمق 



     

 

 
 (2.3الرسم )

 الحل:

 ، Meالعزم المرن 

43
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10.260
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5025
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            mmy 25ˆ  

 معاير المقط ، 

                             33
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10.4.10
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                 kNmM e 6.2 

 عزم المدوسة الكاممة،

سحصل عمى  وة .   P(. سضرب المساحة ف  الإج اد dy 25س خا عسصراً صغيراً مساحته )

 ثم سجري عممية التكامل لسحصل عمى العزم. yالمسافة  سضرب بعد الك ف 
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 العزم الاي يؤدي إل  لدوسة جزةية، 
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M = 3.44kNmو أجري التكامل لتحصل عمى  عوض 
 . 

 طريقة أخري )حاول أن تف م الأر ام التالية(،

NmmM
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 مقط  له محور تماثل واحد:

 لس خا مقط  متماثل حول المحور الرأس ،  و الآن

 
 ساتج القوى عمى المقط  = صفر، 

                                               021  AA PP  

             
21 AA  

تساويين إان إاا كان المقط  عبارة عن مفصمة لدسة فإن محور التعادل يقسم المقط  إل  جزةين م

 ف  المساحة. يمكن حساب العزم عسد المقط  إكاا 

                                        PPP MyAyA  2211  
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 أو بشكل عام، 
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ير إل  مجموع عزم المساحة الأول حول محور عدد المساحات الصغيرة ف  المقط . سسش nحيث 

 ، ZPالتعادل بمعاير المقط  المدن و سرمز له بالرمز 
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 و بالتال  يمكن كتابة العزم إكاا، 

                               
PPP ZM  

 ، fيرمز له بالحرف  السسبة بين العزم المدن و العزم المرن تسم  عامل الشكل و
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 . 1و إاه السسبة أكبر من 

 (: 2مثال )

200N/mmله إج اد خضوع  (1.1)أبعاده موضحة ف  الرسم Tمقط  عمى شكل 
أوجد عزم   

 المدوسة الكامل و عامل الشكل لممقط .

 
 (3.3الرسم)

 الحل:

 المرن س خا العزم الأول لممساحة حول محور يمر بقمة المقط ، أوً  لتحديد محور ا سحساء
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 اممة، ثاسياً حدد محور التعادل ف  حالة المدوسة  الك

 
                    321 AAA  

  2575251005.2  CC 

                                           mmC 5.87 

 حظ أن محور التعادل ف  حالة المروسة يختمف عسه ف  حالة المدوسة، فقد سحرك المحور ف  إاه 

إل  اسفل بيسما المقط  يتحول من المروسة إل  المدوسة  mm     ( أو 11.4 – 14.1الحالة )

 الكاممة.
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  (:3مثال )

 أدساه. (1.1)أوجد عامل الشكل لممقط  الموضَّا ف  الرسم

 
 (4.3الرسم)

 الحل:

ف  إاه الحالة   اختلاف بين محور التعادل ف  المروسة أو المدوسة. و المحور ف  كل الحا ت 

 يمر بمركز المساحة.
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 (:4مثال )

×  50mmأدساه مصسوعة من الصمب و مقطع ا مستطيل  (4.1)العارضة الموضَّحة ف  الرسم 

25mm  500أوجد الحمل الحدي إاا كان إج اد الخضوع لممادةN/mm
   .L = 1 m . 

 
 (5.3الرسم)

 الحل:

تسا السابقة سعرف أن الحمل الحدي يمكن الحصول عميه باستخدام مخطط عزم ا سحساء من معموما

 أو بطريقة الشغل ا فتراض . الحمل الحدي، 

                                Po MP 5.4 

 و من المقط  يمكن الحصول عمى، 

                        3156255.1225252 mmZ P  

              kNmNmmZM PPP 8.715625500  
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 تمرين:   3.3

 . أوجد عامل الشكل لمقط  داةري.1

       (1.1)Ans. 

. أوجد عامل الشكل لمقط  عبارة عن مثمث متساوي الأضلاع بحيث يكون الحمل ف  مستوي 1

 التماثل الرأس  

                                      (1.11)Ans. 

 . أوجد محور التعادل لممقط  كامل المدوسة الموضَّحة ف  الرسم أدساه.1

 
                                                     (137.5 mm )من الأسفلAns. 

و  200mmو عرضه  250mm. أوجد عزم المدوسة الكاممة لمقط  عمى شكل مجري عمقه  1

250N/mm. خا إج اد الخضوع  mm 25سمكه 
  . 

                                                               (343 kNm)Ans. 

يمثل الحد الفاصل بين مسطقة التشوإات المدسة و  y  = 47.4mm. ف  المقط  الموضَّا أدساه 4

200N/mmادة المرسة. أوجد العزم الاي يؤدي إل  الك الوض . خا إج اد الخضوع لمم
  . 

 
                                                                 (20 kNm)Ans. 



     

 

 رابعالفصل ال
 (1نظرية المرونة )

Theory of Elasticity (1) 

 الإحداثيات الكارتيزية –الاجهادات المستوية 
Plane Stresses – Cartesian Coordinates)) 

 مدخل: ..4

لمواد يقوم باستستاج معاد ت أو صي  للاستخدام العام لحساب ا ج ادات و ا سفعا ت عمم متاسة ا

ف  الأعضاء ال سدسية. إاه الصي  عادة تقوم عمى مجموعة  من ا فتراضات. ف  حالة عدم 

تحقق إاه ا فتراضات   يجوز استخدام الصي  الجاإزة و بالتال  يكون البديل إو سظرية المروسة. 

المروسة تصبا ضرورية أيضاً ف  تمك الحا ت الت    تتوفر في ا صي  جاإزة. و سظرية سظرية 

 -المروسة عبارة عن مجموعة من المعاد ت و إ :

 معاد ت ا تزان. .1

 الإزاحة. –معاد ت ا سفعال  .1

 معاد ت التوافق. .1

 ا سفعال. –معاد ت الإج اد  .1

 الحا ت الحدودية أو الطرفية. .4

 تزان:معادلات الا  4.2

 أدساه. (1.1) كما ف  الرسم dx   ،dy  ،dzخا عسصراً أبعاده 

 
 (1.4الرسم )



     

 

 = صفر، xمجموع القوى ف  اتجاه 
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 و بالمثل، 
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 الإزاحة: –معادلات الانفعال  4.3

 أدساه.  (1.1) ، كما ف  الرسمyالإزاحة ف  اتجاه   vو  xالإزاحة ف  اتجاه   uلتكن  

 
 (2.4الرسم )
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 معادلة التوافق: 4.4

 ( سحصل عمى، 4من المعادلة ) 
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 الانفعال: - معادلات الإجهاد 4.5
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 الحالات الحدودية أو الطرفية: 4.6

بغض السظر عن مصدره  -الحا ت الحدودية أو الطرفية تختمف من مسالة لأخرى. لكن أي حل 

إاا حقق الحا ت الحدودية أو الطرفية يصبا حلًا مقبوً . بالطب  مثل إاا الحل ليس ميسوراً.  –

حا ت الحدودية. لتس يل الحل سعوض معاد ت يحب أن يحقق ا الحل بالإضافة إل  ال 3ف سالك 



     

 

( م  الأخا ف  ا عتبار أن  4ف  المعادلة )  (3) (،1) ، (1المعاد ت )  12/EG  .

 الستيجة إ  كما يم :
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لتس يل حل إاه المعادلة سستخدم دالة  yx, اد ت ا تزان. تسم  دالة الإج اد و إ  تحقق مع

 و ا ج ادات بد لة دالة الإج اد كما يم :
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 فإاا عوضسا إاه ا ج ادات ف  المعادلة السابقة سحصل عمى، 
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 إاه المعادلة تسم  معادلة الباي ارموسك و تكتب باختصار إكاا 

                                 0224   

 ،  حيث أنَّ

                                
2
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2

2
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أي دالة تحقق معادلة الباي ارموسك تسم  دالة إج اد. و أي دالة إج اد تحقق الحا ت الحدودية 

 تصبا حلًا. ل سف أن حل معادلة الباي ارموسك ليس أمراً س لًا. 

( و تقود إل  11لحل مسالة اج ادات مستوية يجب أن تحقق المعادلة )إان أية دالة تستخدم 

( و الت  تحقق بدورإا  الحا ت الحدودية. بعض دوال 14ا ج ادات الموضحة ف  المعادلة )

 . و فيما يم  سستعرض بعض ا.  yو  xالإج اد شاةعة ا ستخدام إ  دوال كثيرة الحدود ف  

  :)أ( دالة إج اد من الدرجة الأول

                                     byax 



     

 

 ( 14الواضا من المعادلة )

                                  0  yx 

(  د تحققت. إاه الدالة مساسبة فقط لتعريف مجال خال من ا ج ادات 11كما أن المعادلة )

 الفاةدة لحل أي مسالة. وبالتال  فإن إاه الدالة  ميمة

 )ب( دالة إج اد من الدرجة الثاسية:

                           22 cybxyax  

،14من المعادلة )  ( سجد أنَّ

              bac yx   ,2,2 

ف  عموم الجسم    تعط  اج ادات مستظمة (  د تحققت و أن الدالة 14 حظ أن المعادلة )

 . yو  xتعتمد عمى 

 )جع( دالة إج اد من الدرجة الثالثة: 

                3223 dycxyybxax  

 

 ( تعط  ا ج ادات التالية: 14المعادلة )

dycxx 62  

byaxy 26  

                             cybx 22  

تعط  اج ادات تتغير  (  د تحققت بدون أي شرط، و أن دالة الإج اد 11المعادلة )  حظ أن

 خطياً عمى الجسم.

 )د( دالة إج اد من الدرجة الرابعة:

         432234 eydxyycxybxax  



     

 

 ( سجد أن معاد ت ا ج ادات كما يم :14من المعادلة )

                                        22 1262 eydxycxx  

                                        22 2612 cybxyaxy  

                           22 343 dycxybx   

 ( سجد أن المعادلة تتحقق بشرط و إو:11ف  المعادلة ) و عسدما يتم تعويض 
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c
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 و عمى إاا الأساس تصبا ا ج ادات كما يم : 

              222 41262 cyaydxycxx  

ادات من سوع تعط  مجال اج  كما كاست. و عميه فإن الدالة  و  yبيسما تظل كل من 

 كثيرة الحدود من الدرجة الثاسية.

 )إع( دالة إج اد من الدرجة الخامسة:

         54322345 fyexyydxycxybxax  

 ( سحصل عمى:3من المعادلة )

                                3223 201262 fyexyydxcxx  

                               3223 261220 dycxyybxaxy  

                    3223 4664 eydxyycxbx   

 ( إ  بشرطين إما:11و ف  إاه المرة   تحقق المعادلة )

                                                            cae  5 

                                             dbf 
5
1 

 ت كما يم : و عميه تكون ا ج ادا



     

 

                     3223 451262 ydbxycaydxcxx  

                             3223 261220 dycxyybxaxy  

            3223 54664 ycadxyycxbx  

 .yو  xتعط  مجال عبارة عن كثيرة حدود من الدرجة الثالثة ف   و من الواضا أن الدالة 

مة إاا التسمسل لمحصول عمى دوال للإج اد من الدرجة السادسة و السابعة يمكن بالطب  مواص

(. كما يمكن إضافة دالتين أو أكثر لتكوين دالة جديدة. و 11..... الخ بشرط تحقيق المعادلة )

 بمعس  آخر يمكن تكوين الدوال بحاف بعض الحدود أو إضافة حدود جديدة.

 أمثمة محمولة: 4.7

 :   مثال

 أدساه. (1.1) ودة إسساد بسيط مسمط عمي ا حمل موزع باستظام كما ف  الرسمعارضة مسس 

 
 (3.4الرسم )

 الحل:

 الحا ت الحدودية إ ،
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ف  اتجاإ ا  xو تقل بتغير  x = 0(  يمة  صوى عسد x حظ أن عزم ا سحساء )وبالتال  

الموجب و السالب. إاا الحال يمكن حدوثه فقط إاا كاست دالة الإج اد تحتوي عمى حدود زوجية 

2تتغير من الصفر عسد  yاً أن .  حظ أيض xف  
Ly   إل   يمة  صوىq-  عسد

2
Ly   .

. و من الدوال المتقدمة يمكن  yو عميه فإن دالة الإج اد يجب أن تحتوي عمى حدود فردية ف  

 ت  تحقق الشروط آسفة الاكر.اختيار الحدود الزوجية و الفردية ف  الدوال الجديدة و ال

53244322 gyyfxyexdxcyybxax  

، 11يجب أن تحقق معادلة الباي اموسك ) الدالة   ( و بالتال  سجد أنَّ

                             fegd 
5
1,0 

 ( سحصل عمى ا ج ادات، 14من المعادلة )

                                       32 466 yfeyfxcyx  

                                    32 21222 fyyexbyay  

                            23 642 fxyexbx  

 ، و بالتال  فإنَّ  xيجب أن تكون مستقمة عن  yعسد فحص الحا ت الحدودية سجد أن 

 e = 0  مكن تبسيط صي  ا ج ادات كما يم :، و من ثم ي 

                                       32 466 fyyfxcyx  

                                           3222 fybyay  

                          262 fxybx 

 و الآن سطبق الحا ت الحدودية،
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 و مس ا سحصل عمى، 
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123hIحيث أنَّ   .و إ  العزم الثاس  لممساحة عسدما يكون العرض وحدة واحدة 

 و بساء عمى ما تقدم يمكن كتابة ا ج ادات كما يم :
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 الحل المتحصل عميه من متاسة المواد إو، 
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( توضا أن حل متاسة المواد عبارة عن الحد الأول ف  حل 11( و )11المقارسة بين المعادلتين )

سظرية المروسة. أما الحد الثاس  و إو  32 203
60

yyh
I

q
   المواد. ف و حد التصحيا لحل متاسة

كسا ف  متاسة المواد  د افترضسا أن المقاط  المستوية تظل مستوية بعد ا سحساء. إاا ا فتراض 

ليس صحيحاً عمى الإطلاق، و ستيجة لالك فإن حل متاسة المواد بسقصه الحد المشار إليه. و من 

تاسة المواد و ف  إاه الحالة يكون حل م  L>>hالواضا أن إاا الحد يكون صغيراً عسدما تكون 

 مضبوطاً بما فيه الكفاية.

إاا المثال البسيط يوضا كيف يمكن استخدام سظرية المروسة لتوسي  مدارك الطالب فيما يخص 

 توزي  ا ج ادات ف  المساةل الت  تتعمق بالإج ادات المستوية.

 : ( )مثال

3bxyaxyاه إ : أدس (1.1)إاا كاست دالة الإج اد لمعارضة الوتدية الموضِّحة ف  الرسم    

 ثابتان.  ارن بين حل متاسة المواد و سظرية المروسة. bو  aحيث أن 

 
 (4.4الرسم )

 الحل:

 )أ( حل متاسة المواد:
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 )ب( حل سظرية المروسة:
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 الحا ت الحدودية، 
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 تمرين: 4.8  
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 (2نظرية المرونة )

Theory of Elasticity (2) 
 الإحداثيات الكارتيزية –نظام الاجهادات الثلاثية 

(Three Dimensional Stresses System) 
 معادلة الاتزان:      
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 معادلات(: 6معادلة التوافق ) 5.4
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Plates (1))) 

 الألواح المستطيمة

Rectangular Plates))  
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 و سسبة لأنَّ التفاضل و التكامل بالسسبة لمتغيرين مختمفين   ماس  من تقديم التفاضل عمى التكامل.
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 أمثمة محمولة: 6.2

 (: 1مثال )

 ه حمل جيب . مسسود إسساد بسيط و مسمط عمي hو سمكه  aلوح مرب  عرضه 

a

y

a

x
qq o


sinsin 

 أوجد ا سحراف الأ صى.

D

q

y

w

yx

w

x

w















4

4

22

4

4

4

2 

 الحل المقبول الاي يحقق الحا ت الحدودية،
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 (:2مثال )

مسسود إسساد بسيط و مسمط عميه حمل موزع  hو سمكه  bو عرضه  aلوح مستطيل طوله  

 . أوجد ا سحراف و ا ج ادات القصوى. qoباستظام معدله 

 الحل:

  سعبر عن الحمل باستخدام متسمسمة فورير كما يم : 
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 حيث أن، 
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 الحل الاي يحقق الحا ت الحدودية، 
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 عوض ف  المعادلة، 
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 كما يم :  M1يمكن كتابة 
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 و عميه سحصل عمى، 



     

 

b

xn

a

xm
W

b

n

a

m
DM mn

m n


 cossin

1

22

2

1

2 






 



























 

 و كالك، 
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ف  وسط الموح M1 و  wو القيم القصوى لكل من  
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 و تصبا المعاد ت السابقة كما يم :  b = aو إاا كان الموح مربعاً فإن 
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 :(3مثال )

مسعسود إسعساد بسعيط و مسعمط عميعه حمعل معوزع  5mmو سعمكه  mm 100لوح مرب  طول ضمعه  

، أوجععد ا سحععراف 3.0و   E = 200 kN/mm. إاا كاسععت   0.4N/mmباستظععام معدلععه  

 الأ صى و الإج اد الأ صى .

 الحل:
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 القيم ف  وسط الموح، 
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 لمحصول عمى الحل، اتب  الخطوات التالية :

 .nو  mأعط   يمة لكل من  .1

 ( .1من المعادلة ) qmnأحسب  . 

 ( . من المعادلة ) Wmnأحسب  . 

 ( . ة )من المعادل mnMأحسب  . 

 (. من المعادلة ) wcأحسب  . 

 (. من المعادلة ) BMأحسب  . 

 . ... .., m,n = 1 , 3 , 5لكل من   و حتى  1. كرر الخطوات من  

 المستخدمة، nو  m. أحسب الكميات المطموبة بجم  المتحصل عمي ا لقيم  

                                                          cww 
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طبعاً من الأس ل برمجة إاه الخطوات و تصميم البرسامج بحيث تكون المدخلات ف  ممف و 

عمى ستاةج مضبوطة ف  المخرجات ف  ممف آخر. و ب اه الطريقة يمكن حل المساةل و الحصول 

 خلال أ ل من ثاسية من الزمن. فيما يم  تجد الحل الاي يمكن الحصول عميه .

M N Qmn Wmn Mmn wc BM 

1 1 .      .       1 .1  .       1 .1  

1   . 1    .       .   -.      - .   

1   .1     .      1.   .      1.   

       

  1 . 1    .        .   -.      -  .   

    .  1   .   1   .   .   1   .   

    .      .      .   -.      -.   

       

  1 .1     .       . 1 .       . 1 

    .      .      1.   -.      -1.   

    .      .      .   .      .   

  mmwcw 07082.0ˆ                     

mmNmmBMM /627.192ˆ
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1 /2.46ˆ mmN                       

 (:4مثال )

 Poمسسود إسساد بسيط و مسمط عميه حمل مركز  hو سمكه  bو عرضه  aلوح مستطيل طوله  

 ف  الوسط . أوجد ا سحراف و ا ج ادات القصوى.

 



     

 

 :لحلا

 لمركز بطريقة فورير إكاا،ليس إسالك من جديد ف  إاه المثال سوى التعبير عن الحمل ا 
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 ،  حيث أنَّ
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 أما بقية خطوات الحل ف   كما مرت عميسا سابقاً.

 :(5مثال)

مسعسود إسعساد بسعيط و مسعمط عميعه حمعل مركعز  5mmو سعمكه  100mmلوح مرب  طول ضعمعه  

، أوجعععد ا سحعععراف 3.0و   E = 200 kN/mm. إاا كاسعععت   N/mm 4فععع  الوسعععط   

 الأ صى و الإج ادات القصوى .

 :الحل

 فيما يم  الستاةج الت  تم الحصول عمي ا 

 

M N Qmn Wmn Mmn wc BM 

1 1 .      .     1 1. 1 .      1 1. 1 
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  1 -.      -.  1   -  .   .  1     .   

    .      .      1 .   .       1 .   
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  mmwcw 04979.0ˆ             
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1 /6.57ˆ mmN                    

 :(6مثال )

مسعسود إسعساد بسعيط و مسعمط عميعه حمعل  5mm  ×100mm  ×150 mmلعوح مسعتطيل أبععاده  

، أوجعععد 3.0و   E = 200 kN/mm. إاا كاسعععت   N/mm 0.4معععوزع باستظعععام معدلعععه 

 ا سحراف الأ صى و الإج ادات القصوى .

 :الحل

 فيما يم  الستاةج الت  تم الحصول عمي ا 

M N Qmn Wmn Mmn wc BM 

1 1 .      .1        .   .1        .   

1   . 1    .      1 .   -.      -1 .   

1   .1     .       .   .       .   

       

  1 . 1    .  1     .   -.  1     .   
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  mmwcw 1347.0ˆ 

                                mmNmmBMM /93.325ˆ
1   

         2

1 /2.78ˆ mmN 

 تمرين:   6.3

مسعععمط عميعععه  15mm  ×400mm  ×600mm.لعععوح مسعععتطيل مسعععسود إسعععساد بسعععيط أبععععاده 1

. أوجعد ا سحعراف الأ صعى و ا ج عادات القصعوى . خعا   1N/mmحمل موزع باستظعام معدلعه 

E=200kN/mm   3.0و. 

Ans.( 3.19 mm           ,          347 N/mm ) 

مسععمط عميععه  10mm  ×300mm  ×450mm. لععوح مسععتطيل مسععسود إسععساد بسععيط أبعععاده  

  E=200kN/mm.أوجعد ا سحعراف و الإج عاد فع  وسعط المعوح .  5kNحمل مركز ف  الوسط 

 .3.0و 

Ans.( 0.37 mm           ,          77 N/mm ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



     

 

 سابعالفصل ال
 (3المرونة ) سظرية

((Theory of Elasticity 

 الاجهادات القطبية –الاجهادات المستوية 

(Plane Stresses – Polar Stresses) 

 معادلة الاتزان: ..7

 
 (7.1الرسم )

 مجموع القوي ف  ا تجاه القطري = صفر،
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 إاه المعادلة يمكن تبسيط ا إل  الشكل التال ،
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 مماس  = صفرو بالمثل مجموع القوي ف  ا تجاه ال
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 الإزاحة: –معادلات الانفعال  7.2

،  ( . ) من الرسم  التال  سجد أنَّ
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 الانفعال: –معادلات الإجهاد  7.3
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 معادلة الباي ارموسك:

لتحقيق معادلت  ا تزان سستخدم دالة الإج اد    ,r : بحيث تكون ا ج ادات كما يم- 
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 (،    معادلة الباي ارموسك )أسظر ساش صفحة 
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 ،  حيث أنَّ
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  :سستساول فيما يم  أسواعاً مختمفة من المساةل

 )أ( مسائل التماثل المحوري:

ف  حالة التماثل المحوري  r    0,)(,)(. و بالتال rr r  ( 9. و معادلة التوافق )

 تصبا، 
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 و إاه يمكن كتابت ا كما يم ، 
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 بطريقة التكامل العادية أي،  و ف  إاه الحالة يمكن إيجاد 

          DrCrrBrA  22 lnln 



     

 

الحدوديعة. و فع  الوا ع  ثوابت غير محددة يتم إيجاد  يم عا معن الحعا ت  Dو  A  ،B  ،Cحيث أن 

   يظ ر ف  صي  الإج اد كما تري إسا.  Dأن الثابت 
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 و صي  ا سفعا ت كما يم :
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( داخل الكستور ,rو سقطة أصل الإحداثيات ) L2و  L1 و عسدما يكون الحيز محاطاً بالكستور
( (  يمة  و )( 1)فإن المطمب ب ن تكون الإزاحة )المعادلة   (( أدنيه . )أنظر ابرسم )الداخم 

 دات كما يم :. و ف  إاه الحالة تكون ا ج ا B = 0مفردة تستدع  أن تكون 

 
 (7.3الرسم )
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 حيث أن،

b = A , a = 2C                                                     
 و إاه الصي  م لوفة لسا من دراستسا ل سطواسات السمكية.

 ات ف  لوح سحيف يحتوي عم  ثقب داةري صغير مسمط عميه حمل محوري:ب/ توزي  ا ج اد

 
 (7.4الرسم )

مسعمط عميعه إج عاد شعد (  . ابرسام )لوح سحيف غير محدود ف  الطول و العرض كما موضعا فع  

ادات حععول الثقععب. . المطمععوب إيجععاد ا ج ععrعسععد  xفعع  إتجععاه  مسععتظم يععسجم عسععه إج ععاد 

 -الحا ت الحدودية كما يم :

                                                0,1   rrr 
                                                       xr , 

              0,   yr 

بة عمعى  عدر معن الصععوبة، و عمعى كعل حعال يتو ع  أن تتكعون الدالعة إن اختيار دالعة الإج عاد المساسع

و التععع   عععد تخعععالف الحعععا ت  rمعععن دالتعععين. تقعععوم الدالعععة الأولععع  بتحقيعععق الحعععا ت الحدوديعععة 

الحدودية عمى حافعة الثقعب. أمعا الدالعة الثاسيعة يجعب أن تعؤدي اج عادات تقعوم بإزالعة ا ج عادات عمعى 



     

 

موح الساجمة من الدالة الأول ، و ف  سفس الو ت   تؤدي إل  تغيير حالة الإج اد بعيداً عن حافة ال

 الثقب الت  تحققت من الدالة الأول .

 التال .(  . ابرسم )كما ف   Pدعسا سدرس ا ج ادات عن السقطة 

 
(7.5الرسم )
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 .أدنيه ( . ابرسم ) الحل سفترض أن كل إج اد يتكون من مركبتين كما يم : ف  محاولة لإيجاد

 
 (7.6الرسم )
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 (7.7)الرسم 

 ( r >> r1 )أي rف  كمتا الحالتين 

 (: يسطبق عمي ا تحميل الأسطواسات السميكة أي أن،1الحالة )
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 بة إ ، (: دالة الإج اد المساس الحالة )

   2cosrf 

 ( سحصل عمى،  و بعد التعويض ف  معادلة الباي ارموسك )
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 أي أنَّ دالة الإج اد إ ، 
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 و من إاه الدالة سحصل عمى ا ج ادات التالية:
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 الحا ت الحدودية،
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 ( إ :  أي أن ا ج ادات لمحالة )
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 ،السابقةو الآن فإنَّ الحل الشامل يتم تركيبه من المعاد ت 
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 تعط  ا ج ادات التالية:  السابقةت فإن المعاد   rأي أن  r >> r1ن  حظ إاا كا
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 فإسسا سحصل عمى، r = r1أما إاا كاست  

                                                                            0 r
  

                  2cos1             

بتععويض  x يمكن إيجاد ا ج عادات فع  اتجعاه و عسدةعا  السعابقةت فع  المععاد  x = rو  0,
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ض بتعععععوي  yو بععععسفس الطريقععععة يمكععععن إيجععععاد ا ج ععععادات فعععع  اتجععععاه محععععور 
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)y(( تعط  التوزي  التال  للإج اد 27و المعادلة )

x، (( أدنيه.  م ))أنظر ابرس 

 
 (.87الرسم )

سلاحععظ أن  3ˆ )( y

x  أي أن الإج ععاد الأ صععى عسععد الثقععب يسععاوي ثلاثععة أمثععال الإج ععاد المسععمط .

 . k = 3عمى الموح. وف  إاه الحالة يقال أن عامل تركيز الإج اد 

عععدسا عععن الثقععب . و و عمععى كععل فععإن تعع ثير الثقععب تعع ثير موضععع  فسععريعاً يتسععا ص الإج ععاد كممععا ابت

 لكن يظل تركيز الإج اد عسد الثقب شديد و يحتاج إل  عساية خاصة ف  مرحمة التصميم.
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تركيب الحمول من جاسب و الضغط من الجاسب الآخر ، فإن الحل الس اة  يتم الحصول عميه ب

 عمى جمي  الحواف كما ف  الرسم البسيطة. فمثلًا إاا كان الموح معرض لإج اد شد 
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. أي أن  k = 2فإن عامعل تركيعز الإج عاد   2ˆ x  أمعا إاا كعان المعوح مععرض لإج عاد شعد . 

فإن عامل تركيز  (.   ( ))عمى الحافتين الأخريين كما ف  الرسم  اد ضغط عمى حافتين و إج
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 )جع( توزي  ا ج ادات ف  لوح شبه   محدود مسمط عم  حافته حمل.

 أمثمة محمولة: 7.4

 :(1)المث

 (  14) استستج ا ج ادات ف  لوح شبه   محدود مُسمَّط عمى حافته حمل  اةم كما ف  الرسم 

 أدساه.
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لوح شبه   محدود مسمط عميه حمل موزع باستظام عمى طول الخط الحدودي    أسظر الرسم( 
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 )إع( القضبان السميكة المقوسة:
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  ضيب سميك مقوس مسمط عميه عزم اسحساء.  
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. أوجعععد إج عععاد الشعععد والضعععغط الأ صعععيين ععععن    ×  mm1عارضعععة مقوسعععة مقطع عععا مسعععتطيل  
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ف  الرسم ف  القضيب المقوس عمى شكل رب  داةرة الموضا  Aأوجد إج اد الشد عسد سقطة  
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 تمرين:   7.5

)أسظعر  Rأحدإما  طعري و الآخعر مماسع  فع  المسعتوي   dsو  ds1. عسصرين خطيين متعمدين 1

 صمة التالية:الرسم(. خا التشوإات المسف

)أ( كععل السقععاط فعع  الحيععز تقععوم بحركععة  طريععة   ,1 rUU   وV = V1       حيععث أنU  وV 

 تشيران إل  مركبت  الإزاحة القطرية و المماسية. 

)ب( كل السقاط تقوم بحركة مماسية  ,2 rVV   وU = U       . 

و,rاستستج صي  لمركبات ا سفعال    .)الت  تستج من التشوإات )أ( و )ب 

)ج( ركعععب ستعععاةج التشعععوإات )أ( و )ب( لمحصععععول عمعععى التشعععوإات فعععع  حالعععة الإزاحعععة المماسععععية و 

 القطرية.
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 . ف  مس لة اج ادات مستوية كاست ا زاحات كما يم :1
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    cos2sinln11  rEv 

مركبتا الإزاحة فع  سظعام إحعداثيات  طبيعة  (u,v)حيث أنَّ  ,r  .E  مععاير المروسعة، و  سسعبة

 بسون.

)أ( برإن أن  r                          الإجابة(
 rr
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 )ب( إل يتحقق التوافق .                          )الإجابة   (



     

 

كمعا فعع   2bتعم تسععميط ما عمعى حافعة لععوح شعبه   محعدود بحيععث تكعون المسعافة بيس مععا  P.  وتعان  

 الرسم .

 من الحافة و عمى خط التماثل. dعمى عمق  D)أ( أوجد ا ج ادات الرةيسة عن السقطة 

 
بحيعث يكعون  cمسعمطة عمعى خعط التماثعل . أوجعد العمعق  2Pبقوة واحعدة  Pين )ب( تم استبدال القوت

 .Dمن الإج اد الرةيس ف  السقطة    الإج اد الرةيس أ ل من 
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 . أوجد ا ج ادات  ف  لوح  شبه   محدود الساتج من حمل ماةل عمى الحافة كما ف  الرسم.1
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  محدود كمعا فع  . أوجد توزي  ا ج ادات الساجم من عزم اسحساء مركز عمى حافة مستقيمة لموح  

 الرسم،
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الت  تحقق الحا ت الحدودية عمى الحافتين العميعا و السعفم  فع  المعوح المثمثع  الموضعا فع  الرسعم. 

وxأحسب الإج ادين  . 
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  محدود و سحيف فيه ثقب صغير يتعرض لحمل  شد كمعا فع  الرسعم أدسعاه . تحعرى  . لوح شبه 1

و بعيععداً عسععه ( r = aحالععة الإج ععاد فعع  مسطقععة الثقععب ) r   أوجععد الإج ععاد المماسعع . 

,0عسععدما تكععون  
2
مت عمي ععا. اسععتخدم دالععة الإج ععاد . مععااا تسععتخمص مععن الستععاةج التعع  تحصعع

 التالية:
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. أوجد توزي  ا ج ادات الساجم من حمل مركز مماس  مسمط عم  حافة مستقيمة لموح شبه   11

 محدود  )أسظر الرسم(. دالة الإج اد

 cossin2 drcrbra  
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. أوجد توزي  ا ج ادات الساجم من عزم اسحسعاء مركعز عسعد سقطعة عمعى حافعة مسعتقيمة لمعوح شعبه  1

  محدود  )الرسم(. دالة الإج اد:  2sinCBA. 
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عمعى طعول حافتعه. باسعتخدام دالعة معوزع  P. اسفين   محعدود )الرسعم( مسعمط عميعه حمعل مسعتظم  1

الإج عععاد التاليعععة، أوجعععد توزيععع  ا ج عععادات فععع  ا سعععفين بحيعععث تتحقعععق الحعععا ت الحدوديعععة . الحافعععة 

 السفم  خالية من الأحمال.
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 منالفصل الثا
 (4نظرية المرونة )

(Theory of Elasticity) 

 الإحداثيات الأسطوانية - ت الثلاثيةالاجهادا

(Three Dimensional Stresses: Cylindrical Coordinates) 

 معادلة الاتزان: 8.1

 
 (1.8الرسم )

 = صفر ، rمجموع القوى ف  إتجاه  
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 الإزاحة: –معادلات الانفعال     
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 الانفعال: –معادلات الإجهاد     
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  تاسعلالفصل ا
 (2) الدائريةالألواح 

 )(2)( Circular Plates  

 معادلات الاتزان: 9.1

 (.  الإشارة إسا إل  معاد ت ا تزان ف  فصل سظرية المروسة ) 

 استخدم سواتج الإج اد و العزوم،
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 الإزاحة: –معادلات الانفعال  9.2

 الإزاحة إ :
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اج سواتج الإج اد  و العزوم بعد تعويض ا سفعا ت و ا ج ادات التالية و و بالتال  يمكن استست

 إجراء التكامل المساسب،
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 و سواتج الإج اد و العزوم كما يم :
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 ،حيث أنَّ 
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 فقط و بالتال  يمكن كتابت ا إكاا،  rو كل الكميات الأخرى تكون بد لة 
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 ، Qبع  Qr( يمكن أن تكتب كما يم  باستبدال  المعادلة )
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 و عمل ترتيب ل ا سحصل عمى،  MوrMو بتعويض 
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 و إاه المعادلة تصبا أكثر فاةدة إاا كتبت إكاا،
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 أمثمة محمولة:  9.3

 (:1مثال )

   وسط لوح داةري مصمت مقيد مسمط عميه حمل موزع باستظام.أوجد ا سحراف و الإج اد ف 
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 الحا ت الحدودية،

                   00,0 2  Cr  



      

 

             
D

Rq
CRr

8
0,

2

1   

                                       
D

rRq

D

qr

1616

23

 

          









rdr

d
DM r

 

                                    
D

Rq

D

qr

dr

d

1616

3 22


 

                                     
D

Rq

D

qr

r 1616

22 
 

                   


 1
16

3
16

22

D

Rq

D

qr

rdr

d 

                         1
16

3
16

22 Rqqr
M r 

  1
16

,0
2Rq

Mr r                                          

 
2

2

2 8

136
ˆ

h

Rq

h

M r
r





 

 ا سحراف،
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 (:2مثال )

لععوح داةععري مصععمت مسععسود إسععساد بسععيط مسععمط عميععه حمععل مركععز فعع  الوسععط. أوجععد ا سحععراف و  

 الإج اد الأ صى.

 ، r وة القص عسد أي سصف  طر 
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تصبا  يمة   س اةية . إان إعاه الصعيغة   تصعما لحسعاب الإج عاد فع   r = 0عسد  Mrواضا أن 

الصعحيا أن الحمعل  ا ع  لعيس إسالعك فع  الحيعاة العمميعة معا يسعم  بحمعل مركعز.وسط الموح . ف  الو 

يكععون موزعععاً عمععى مسععاحة صععغيرة. و إاا كععان إععاا إععو الحععل فععإن الصععيغة أعععلاه يمكععن أن تسععتخدم 

 لإيجاد العزم من أي سقطة  ريبة من وسط الموح بدً  من الوسط تماماً، الإج اد إو،
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 تمرين:     

تحعت تع ثير  tو سعمكه  Rبرإن أن ا سحراف ف  وسط لوح داةري مقيد الحافعة سصعف  طعره  .1

 كما يم : Pحمل مركز ف  الوسط 
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 يضاً أن الإج اد الأ صى،برإن أ
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. إاا كعان المعوح  qتحعت تع ثير حمعل معوزع باستظعام   tو سعمكه  Rلوح  داةري سصعف  طعره  . 

 كما يم :  ̂و الإج اد الأ صى   v̂مسسود إسساد بسيط برإن أن ا سحراف الأ صى 
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 أوجد الإج اد الأ صى و ا سحراف الأ صى ف  كل من الموحين التاليين )أ( و )ب(. . 

 
مقيد بإحكام عسد الحافة  بل التحميل.  10mm و سمكه 150mmلوح داةري   طره  .1

حراف و الك عسدما يكون الحمل أحسب ا سحراف عسد سقاط متعددة ثم أرسم مسحس  ا س

0.015N/mm موزع باستظام معدله
E=70kN/mm خا .  

 . 3.0و   

  :الإجابة

            1  4 r  (mm) 
   . 1  .    .   1 .   11.41 v  (mm)  



      

 

مسسود إسساد بسيط عسد حافته و مسمط عميه حمل مركز  Rلوح داةري ر يق سصف  طره  .4

P اي يمكن اعتباره حمل موزع باستظام عمى مساحة داةرية صغيرة سصف  طرإا و الro  .

 -المعاد ت الت  تسطبق عمى إاه الحالة إ :
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  الحالة الحدودية و ثوابت تعتمد عمى Dو  A  ،B  ،Cحيث أن 
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 سمك الموح. tمعاير المروسة  Eسون و اإ  سسبة بو  حيث أن 

0r( لمحالعععععة  ثعععععم اسعععععتستج باسعععععتخدام المعادلعععععة ) Dو  A  ،B  ،Cأوجعععععد  عععععيم    يعععععؤول

 إل ، ا سحراف 
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. عمى افتراض أن الغطاء  25mm و سمكه 0.6mاسطواسة ضغط مزودة بغطاء  طره  .6

مقيد بجساءة عسد حوافه، أوجد  الضغط الأ صى المسموح به إاا كان ا سفعال الرةيس ف  

N/mmالغطاء يجب أ  يتجاوز ا سفعال الاي يسجم عن إج اد شد 
  144 ,3.0 . 

                                                   (0.3816N/mm )Ans. 
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