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           ∂¥ Ω ≤∏ Ω ∏

Õ    ÊuJ¹Ë        ≤Ê Ω Ê
Õ   WO�U²²LK� ÂUF�« b×�« ÊuJO�   



µ

 Ê
Õ ≥ ´ ≤ Ω ±´Ê

Õ      ¨    ± Ω ±
Õ  ‰Ë_« U¼bŠ WO�U²²�     ∫©∂® ‰U¦�

.tI³�¹ Íc�« b×�UÐ bŠ Í√ W�öŽ  ULKJ�UÐ n
 √         
.WO�U²²L�« s� v�Ë_« WFÐ—_« œËb×�« V²�√ »         

 
 ULKJ�UÐ ‰uIðË ¨…dýU³� t� oÐU��« b×�«Ë bŠ q� sOÐ W�öF�« `{uð  Ê

Õ ≥ ´ ≤ Ω ±´Ê
Õ  …bŽUI�«  √    

 .…dýU³� t� oÐU��« b×�« ‰U¦�√ WŁöŁ tO�≈ ÎU�UC� ≤ œbF�« ÍËU�¹ WO�U²²L�« w� bŠ Í√ Ê≈          
 ∫«cJ¼  ¥Õ   ¨    ≥

Õ   ¨   ≤Õ ∫œËb×�« b−½  ≥ ¨ ≤ ¨ ±∫rOI�UÐ Ê i¹uFðË …bŽUI�« Ác¼ oO³D²Ð »     
µ Ω ± x ≥  ´ ≤ Ω ±

Õ ≥ ´ ≤ Ω ≤
Õ   ¨  ± Ω Ê U�bMŽ           

±∑ Ω µ x ≥  ´ ≤ Ω ≤
Õ ≥ ´ ≤ Ω  ≥

Õ   ¨  ≤ Ω Ê U�bMŽ           
 µ≥ Ω±∑ x ≥  ´ ≤ Ω ≥

Õ ≥´≤ Ω  ¥
Õ   ¨  ≥ Ω Ê U�bMŽ           

    ... ¨ ©± ´ ≤∑® ¨ ©± ´ π® ¨ ©± ´ ≥® ∫WO�U²²LK� ÂUF�« b×�« V²�√     ∫©∑® ‰U¦�
  

∫Ê√ kŠö½  
± ´ ±≥  Ω ± ´  ≥  Ω 

±
Õ  

± ´ ≤≥  Ω  ± ´  π  Ω ≤Õ ¨
± ´ ≥≥  Ω ± ´ ≤∑ Ω 

≥
Õ ¨

.                         

.                         

.                         
        . ± ´ Ê≥ Ω Ê

Õ Ê–≈ 

     ∫WEŠö�
∫WO�Ë_« œ«bŽ_« WO�U²²� w¼Ë …—uNAL�« WO�U²²L�« q¦� W�ËdF� …bŽUI� lC�ð ô  UO�U²²L�« iFÐ

... ¨ ±± ¨ ∑ ¨ µ ¨ ≥ ¨ ≤



∂
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∫WO�U²�«  UO�U²²L�« s� v�Ë_« W�L��« œËb×�« V²�√  ±
± ≠ Ê≥ Ω Ê

Õ  √  
± ´ ≤Ê Ω Ê

Õ  »  
≤©± ´ Ê® Ω Ê

Õ  ?ł  
µ ´ Ê 

Õ  Ω ±´Ê
Õ   ¨    ≥ Ω ±

Õ  œ  

∫WO�U²�«  UO�U²²LK� ÂUF�« b×�« V²�√  ≤
... ¨ ±

µ  ¨ ±
¥   ¨ ±

≥   ¨ ±
≤    √  

 ... ¨ ∂¥  ¨ ≤∑  ¨   ∏   ¨   ±   »  
... ¨  ∑  ¨    ∑   ¨   ∑   ¨   ∑  ?ł  

...  ¨ ¥
±¥  ¨  ≥

±≥  ¨ ≤
±≤  ¨ ±

±±   œ  
 

 ∫s�  Îö�  błË√  . ≤Ê Ω Ê„ ÂUF�« U¼bŠ Èdš√ WO�U²²�Ë ¨±µ ´ Ê≤ ΩÊ
Õ ÂUF�« U¼bŠ WO�U²²�  ≥

  ≥
Õ  √  

¥„  »  
øsO²O�U²²L�« w� UN�H½  WLOI�« t� Íc�« b×�« u¼ U�  ?ł  

∫w�U{≈ ◊UA½
... ¨πππ ¨ ππ ¨ π ∫WO�U²²LK� ÂUF�« b×�« V²�√ ±

.WO�U²�« WŁö¦�« œËb×�« V²�√ rŁ ... ¨ ∏ ¨ µ ¨ ≥ ¨ ≤ ¨ ± ¨ ± ∫ WO�U²²L�« w� jLM�« nA²�« ≤



∑

 ±∞ x µ ´ ÆÆÆ ´ ≥ x µ ´ ≤ x µ ´ ± x µ ∫WK�K�²L�« WÐU²J�  e�d�« Âb�²Ý«         ∫©±® ‰U¦�

             ©ø«–UL�®   —µ
 ±∞   

±Ω—  w¼ WK�K�²L�«   

∫UN� WI�«dL�« WK�K�²L�« ÊuJð ±≠ Ê≤ Ω ÊÕ ÂUF�« U¼bŠ w²�«  µ±  ̈... ¨ µ ¨ ≥ ¨ ± WO�U²²L�« Ë 

.©±≠—≤®
≤∂ 

±Ω—   …—uB�« vKŽ  V²JðË µ±´ . . . . ´ µ ´ ≥ ´± 

 å¨ò …—Uýù« U¼œËbŠ sOÐ qBH¹Ë WMOF� …bŽU� Ë√ jL½ o�Ë œ«bŽ_« s� VOðdð w¼ WO�U²²L�« Ê√ o³Ý ULO� UM�dŽ
 U�√ WO�U²²� ... ¨ ∏ ¨  µ ¨ ≤ ∫Îö¦L� WK�K�²� vL�ð WO�U²²L�« ÊS� å´ò lL−�« …—UýSÐ å¨ ò …—Uý≈  UM�b³²Ý« «–≈ sJ�Ë

∫WK�K�²L�« UNI�«dð ... ¨ ∏± ¨ ≤∑ ¨ π ¨ ≥ WO�U²²L�«Ë .WK�K�²� vL�²� ... ´ ∏ ´ µ ´ ≤ ∫ …—uB�«
 ... ´ ∏± ´ ≤∑ ´ π ´ ≥ 

.©UL−OÝ √dI¹Ë ®    ’U��« e�d�« Â«b�²Ý« sJL¹ …dB²�� …—uBÐ  ö�K�²L�« WÐU²J�
 ∫…—uB�« vKŽ UN³²J½    ≥≤ ´ ±∂ ´  ∏  ´  ¥  ´  ≤ ∫WK�K�²L�« Îö¦L�

 
—≤

µ Ω—

±Ω— Ω   µ≤  ´  ¥≤ ´ ≥≤ ´ ≤≤ ´ ±≤              
 WLO� dš¬ v�≈ ± w¼Ë WLO� ‰Ë√ s� dOG²¹  —  ”_« UMKFłË ŸuL−L�« e�— ÂU�√   —≤  ÂUF�« b×�« UM³²� UM½√ kŠô

.…d� q� w� ±  …œU¹eÐ µ w¼Ë

ø©µ ´ —≤®
¥   

±Ω— ∫WK�K�²L�« ŸuL−� U�     ∫©≤® ‰U¦�

ÂUF�« b×�« w� ¥ ¨ ≥ ¨ ≤ ¨ ± ∫— rO� ÷uF½ ¨WK�K�²L�« œËbŠ WÐU²J�    
©µ ´  ¥ x ≤® ´ ©µ ´   ≥ x ≤ ®´ ©µ´  ≤ x ≤® ´ ©µ ´  ± x ≤® Ω WK�K�²L�« ŸuL−�   

   ¥∞ Ω ±≥ ´ ±± ´ π ´ ∑ Ω                             

Series  ö�K�²*«  ≤≠±



∏

∫WO�U²�«  ö�K�²L�« s� q� ŸuL−� błË√   ±

  ©± ´ —≤®
µ   

±Ω—    √  

   —≤
¥   

±Ω—   »  

±
„   

≥   

±Ω„   ?ł  

—©±≠®
∂   

±Ω—   œ  

∫WO�U²�«  ö�K�²L�« sŽ dO³F²K�  e�d�« Âb�²Ý«   ≤

XÐUŁ Â ¨ Â±∞  ́. . . ´ Â≥ ´ Â≤ ´  Â   √  
≥

≤∞  ́. . . ´ ≥
≥  ´ ≥

≤  ´ ≥
±    »  

∏∞  ́. . . ´ ≤¥ ´ ±∂ ´ ∏   ?ł  

≤© —
≥   

±Ω— ® Ω  ≥—
≥   

±Ω—   Ê√ s� oI×ð   ≥

©≤ ≠ ±® qzU?��Ë s¹—U9



π

∫wK¹ ULO� U¼dOž s� WOÐU�×�«  UO�U²²L�« eÒO�      ∫©±® ‰U¦�
±

≤∞  ̈. . .  ¨  ±
≥  ¨ ±

≤  ¨ ±  ≤           . . .  ¨ π¨ ∑ ¨ µ ¨ ≥  ±         
 ≤Ê Ω ÊÕ ÂUF�« U¼bŠ w²�« WO�U²²L�« ¥        WO�Ë_« œ«bŽ_« WO�U²²�  ≥       

 ≤ Ω XÐUŁ —«bI� tIÐUÝ Ë bŠ q� sOÐ ‚dH�« Ê_ WOÐU�Š . . . ¨ π ¨ ∑ ¨ µ ¨ ≥ WO�U²²L�« ±  
∫ Îö¦L� ÎU²ÐUŁ fO� tIÐUÝË bŠ q� sOÐ ‚dH�« Ê_ WOÐU�Š X�O� ±

≤∞  ̈. . .  ¨ ±
≥  ¨ ±

≤  ¨ ±  WO�U²²L�« ≤

 ±
∂  ≠ Ω  ±

≤   ≠ ±
≥   ULMOÐ  ¨ ±

≤  ≠ Ω ± ≠ ±
≤   

∫Îö¦L�  ÎU²ÐUŁ fO� tIÐUÝË bŠ q� sOÐ ‚dH�«  Ê_ WOÐU�Š X�O� ... ¨ ∑ ¨ µ ¨ ≥ ¨ ≤ ∫WO�Ë_« œ«bŽ_« WO�U²²� ≥

. ≤ Ω ≥ ≠ µ ULMOÐ¨ ± Ω ≤ ≠ ≥ 
  µ Ω ¥ ≠ π ULMOÐ ¨≥ Ω ± ≠ ¥ Ê_ WOÐU�Š X�O� wN� ... ¨ ±∂ ¨ π ¨ ¥ ¨ ± ∫ w¼ WO�U²²L�«  ¥

 Î«—UM¹œ ∑µ ¨ÁdH×¹ d²� ‰Ë√ sŽ Î«—UM¹œ µ∞ Á—b� ÎUGK³� v{UI²¹ Ê√ vKŽ—U²�√ ∂ UNILŽ Î«d¾Ð dH×¹ Ê√ ‰ËUI� oHð«
 .«cJ¼Ë . . . Y�U¦�« d²L�« sŽ —UM¹œ ±∞∞ ¨w½U¦�« d²L�« sŽ

.tK� d¾³�« dHŠ tHKJ¹ r�Ë ¨d¾³�« s� ”œU��« d²L�« dHŠ tHKJ¹ r� W�dF� d¾³�« VŠU
 b¹d¹
 …œU¹“ u¼Ë t�H½ oÐU��« jLM�« ÎU�b�²�� ÁdH×¹ d²� q� sŽ ‰ËUILK� UNF�bOÝ w²�« …dł_« d¾³�« VŠU
 V²�

.±∑µ ¨ ±µ∞ ¨ ±≤µ ¨ ±∞∞ ¨ ∑µ ¨ µ∞ ∫WO�U²²L�« V²J� Î̈«—UM¹œ ≤µ U¼—b� WLE²M�
 ∫w¼ UNK� d¾³�« dHŠ nO�UJð Ê√Ë Î̈«—UM¹œ ±∑µ tHKJ¹ ”œU��« d²L�« Ê√ d¾³�« VŠU
 Z²M²Ý«

ÆÎ«—UM¹œ ∂∑µ Ω ±∑µ ´ ±µ∞ ´ ±≤µ ´ ±∞∞ ´ ∑µ ´ µ∞
 t� oÐU��« b×�«Ë bŠ q� sOÐ ‚dH�« Ê_ WOÐU�Š WO�U²²�  ±∑µ ¨ ±µ∞ ¨ ±≤µ ¨ ±∞∞ ¨ ∑µ ¨ µ∞ ∫WO�U²²L�« vL�ð

 .  .  . ¨ ±¥ ¨ ±∂ ¨ ±∏ ¨ ≤∞    ∫t�H½ V³�K� WOÐU�Š  UO�U²²L� Èdš√ WK¦�√ Ác¼Ë . ÎULz«œ XÐUŁ —«bI� …dýU³�
Æ Æ Æ ¨ ±  ≥

¥   ¨  ± ±
¥   ¨  ≥

 ¥   ¨  ±
¥

∫n¹dFð 
 . ÎU²ÐUŁ Î«—«bI� …dýU³� t� oÐU��« b×�«Ë bŠ q� sOÐ ‚dH�« UNO� ÊuJ¹ w²�« WO�U²²L�« w¼ WOÐU�×�« WO�U²²L�« 

. œ e�d�UÐ Î…œUŽ t� e�d¹Ë ¨WO�U²²L�« ”UÝ√ XÐU¦�« —«bIL�« vL�¹ 

Arithmetic Sequences  WOÐU�(«  UO�U²²*«  ≥≠±



±∞

∫błË√ ... ¨ ±≥ ¨ ∑ ¨ ± ∫WOÐU�×�« WO�U²²L�« w�      ∫©≥® ‰U¦�
øWO�U²²L�« œËbŠ bŠ√ u¼ ±≤≥ œbF�« q¼  ≤     ±∞

Õ  ±         

∂ Ω ± ≠ ∑ Ω œ ”UÝ_«   ¨    ± Ω √ ‰Ë_« b×�«   
µµ Ω ∂  x π ´ ± Ω œπ ´ √ Ω ±∞

Õ  ±    

 WÐU²JÐ oI×ð Æµ UNÝUÝ√Ë ≤ ‰Ë_« U¼bŠ w²�« WOÐU�×�« WO�U²²L�« w� ”œU��« b×�« błË√      ∫©≤® ‰U¦�
ÆWO�U²²L�« s� v�Ë_« W²��« œËb×�«                            

µ Ω œ  ¨  ≤ Ω √   
œ©± ≠ Ê® ´ √ Ω Ê

Õ   
µ x ©±≠∂® ´≤Ω∂Õ   

≤∑ Ω µ x µ ´ ≤Ω ∂Õ   
≤∑ ¨ ≤≤ ¨ ±∑ ¨ ±≤ ¨ ∑ ¨ ≤  w¼ WO�U²²L�« ∫oI×²�«

  ÆW×O×
 W−O²M�«  ¨≤∑ Ω ”œU��« b×�«

ÆÆ
ÆÆ

∫WOÐU�(« WO�U²²LK� ÂUF�« b(«
∫w�U²�« jLM�« kŠö½Ë ¥ UNÝUÝ√ w²�« ≤∑ ¨ ≤≥ ¨ ±π ¨ ±µ ¨ ±± ¨ ∑ ¨ ≥ ∫WOÐU�×�« WO�U²²L�« cšQM�

¥ x  ©± ≠ ≤® ´ ≥ Ω ¥ x ±  ´ ≥ Ω   ∑ Ω  ≤
Õ w½U¦�« b×�«

¥ x  ©± ≠ ≥® ´ ≥ Ω ¥ x ≤  ´ ≥ Ω±± Ω  ≥
Õ Y�U¦�« b×�«

¥ x  ©± ≠ ∑® ´ ≥ Ω ¥ x ∂  ´ ≥ Ω ≤∑ Ω ∑
Õ lÐU��« b×�«

.”UÝô« x ©± ≠ b×�« W³ð—® ´  ‰Ëô« b×�«   Ω bŠ q� Ê√ kŠô
.©p�– s� oI×ð®   ‰Ë_« b×�« vKŽ ÎUC¹√ o³DM¹ «c¼Ë 

œ≤ ´ √ Ω Y�U¦�« b×�« ¨ œ ´ √ Ω w½U¦�« b×�« ÊS�  œ UNÝUÝ√Ë  √ u¼ WOÐU�Š WO�U²²L� ‰Ë_« b×�« ÊU� «–≈∫ÂUŽ tłuÐ
 œ©±≠ Ê® ´ √ Ω Ê

Õ u¼ ©w½uM�« b×�«® ÂUF�« b×�« ÊuJ¹Ë ÆÆÆ«cJ¼Ë ¨ œπ ´ √ Ω dýUF�« b×�«Ë               

œ©±≠Ê® ´ √ Ω Ê
Õ  u¼  œ  UNÝUÝ√Ë   √  ‰Ë_« U¼bŠ WOÐU�Š WO�U²²� W¹_ ÂUF�« b×�«



±±

œ©± ≠ Ê® ´ √ Ω ±≤≥ Ω Ê
Õ    ∫ÊuJO� Ê

Õ u¼ ±≤≥ t²LO� Íc�« b×�« Ê√ ÷dH½ ≤    
∂ x ©± ≠ Ê® ´ ±Ω±≤≥                    

    ∂ x ©± ≠ Ê® Ω ±≤≤                      
± ≠ Ê Ω ±≤≤

∂                   

 ∂¥
≥  Ω Ê       Ê Ω± ´ ±≤≤

∂                   
     .±≤≥ t²LO� WO�U²²L�«  œËbŠ s� bŠ błu¹ ô t½S� ÎU³łu� ÎU×O×
 Î«œbŽ X�O� Ê WLO� Ê√ ULÐË               

. ¥∞ UNM� dAŽ lÐ«d�« b×�«Ë ±π WOÐU�Š WO�U²²� œËbŠ s� lÐU��« b×�« ÊU� «–≈     ∫©¥® ‰U¦�
.UNO� s¹dAF�«  b×�« bł rŁ WO�U²²L�« V²�√                          

©±®.......             œ∂ ´ √ Ω±π Ω ∑
Õ 

©≤®.......        œ±≥ ´ √ Ω¥∞ Ω ±¥
Õ 

∫ÊuJO� ÕdD�UÐ ©≤® ¨ ©±® sO²�œUFL�« q×½  
∫sO²�œUFL�« ÈbŠ≈ w� ≥ Ω œ WLO� ÷uF½          Æ  ≥ Ω œ         œ∑ Ω ≤± 

± Ω √     ≥  x ∂ ´ √ Ω±π 
. . . ¨ ±∞ ¨ ∑  ¨ ¥ ¨ ± ∫WO�U²²L�« Ê√ Í√      

    µ∏ Ω ≥ x ±π  ´ ± Ω   œ±π ´ √  Ω ≤∞
Õ 

Arithmetic Means ∫WOÐU�(« ◊UÝË_«
 .s¹dšü« s¹b×K� ÎUOÐU�Š ÎUDÝË ÊuJ¹ UNM� jÝË_« b×�« ÊS� WOÐU�Š WO�U²²� s� WO�U²²� œËbŠ WŁöŁ U½cš√ «–≈
 ±≥ ¨ µ  s¹—ËU−L�« s¹œbFK� wÐU�×�« jÝu�« u¼ π  œbF�« Ê√ kŠö½ ±∑ ¨±≥ ¨ π ¨ µ ∫WOÐU�×�« WO�U²²L�« wH�

.±∑ ¨ π  t� s¹—ËU−L�« s¹œbFK� wÐU�×�« jÝu�« u¼±≥ œbF�« Ê√ UL�   ±≥ ´ µ
≤   Ω π Ê_

∫ÂUŽ tłuÐ
 » ¨ » ´ √

≤  ¨ √   œ«bŽ_« qJAðË » ´ √
≤  Ω jÝu�« «c¼ ÊuJO� » ¨ √ s¹œbF�« sOÐ wÐU�Š jÝË ‰Ušœ≈ sJL¹

» ¨ √ sOÐ Ê” ...¨≥” ¨ ≤” ¨ ±” ∫œ«bŽ√ …bŽ ‰Ušœ« UMMJL¹ t½S� s¹œbŽ » ¨ √ ÊU� «–≈Ë  .WOÐU�Š WO�U²²�
  Ê”  ̈ .... ¨≤” ¨ ±” œ«bŽ_« wL�½ .WOÐU�Š WO�U²²� » ¨ Ê” .... ¨ ≤” ¨ ±” ¨ √ ∫W−ðUM�« WO�U²²L�«  qJAð   YO×Ð
.WO�U²²L�« w� t� s¹—ËU−L�« s¹œbFK� ÎUOÐU�Š ÎUDÝË ÊuJ¹ UNM� Îö� Ê_ ¨» ¨ √ s¹œbF�« sOÐ WOÐU�Š ÎUÞUÝË√           



±≤

Æ≤π ¨ ¥ s¹œbF�« sOÐ WOÐU�Š ◊UÝË√ ¥ qšœ√     ∫©µ® ‰U¦�

 ≤π¨ ¥” ¨ ≥” ¨ ≤” ¨ ±” ¨ ¥ ∫u×M�« vKŽ WO�U²²L�« `³Bð ≤π ¨ ¥ sOÐ WOÐU�Š ◊UÝË√ ¥ ‰Ušœ« bMŽ  
≤π Ω ∂

Õ ¨ ¥ Ω √ ÊuJðË  
œµ ´ √ Ω ∂

Õ  
œ x µ ´ ¥ Ω ≤π  

µ Ω œ       œµ Ω ≤µ  
      ≤¥ ¨ ±π ¨ ±¥ ¨ π w¼ ◊UÝË_« ÊuJðË  ≤π ¨ ≤¥ ¨ ±π ¨ ±¥ ¨ π ¨ ¥ ∫WOÐU�×�« WO�U²²L�« `³Bð

øWOÐU�Š WO�U²�«  UO�U²²L�« Í√  ±
.... ¨ ¥ ¨ ∂ ¨ ∏ ¨ ±∞ ?ł    ... ¨ µ

≥  ¨ ¥
≥   ¨ ± ¨ ≤

≥    √  

...¨≥≠ ¨ ≥ ¨ ≥≠ ¨ ≥ œ   ... ¨¥ ±
µ  ¨ ≥ ±

¥ ¨≤ ±
≥   ¨ ± ±

≤   »  
 

... ¨ ±≤ ¨ ±∞ ¨ ∏ WOÐU�×�« WO�U²²L�« w� dýUF�« b×�«    √  ∫błË√     ≤
.©błË Ê≈® ... ¨ ±¥ ¨ π ¨ ¥ WO�U²²L�« w� ±¥¥ t²LO� Íc�« b×�« W³ð—    »   

.’ ¨ ”  s� q� WLO� b−� WOÐU�Š WO�U²²� œËbŠ µ≠ ¨ ’ ¨ ” ¨ ¥ ∫X½U� «–≈     ≥

.± ¨ ±∑ s¹œbF�« sOÐ WOÐU�Š ◊UÝË√ ≥ qšœ√    ¥

∫błËQ� WOÐU�Š WO�U²²� ≤≥ ¨ „≥ ¨.... ¨ „ ¨ µ ∫œ«bŽ_« X½u� «–≈     µ
.„  WLO� √  

.WOÐU�×�« WO�U²²L�« œËbŠ œbŽ    »  

 W¹uMÝ …ËöŽ v{UI²¹ cš√Ë ¨—UM¹œ ≥∂∞∞ Á—b� ÍuMÝ Vð«dÐ  U�dA�« ÈbŠ≈ w� tKLŽ nþu� √bÐ ∂        
  ø Î«—UM¹œ ¥∏∞∞ nþuLK�  ÍuM��« Vð«d�« `³B¹ WMÝ r� bFÐ .Î«—UM¹œ ∂∞ U¼—b� W²ÐUŁ
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±≥

Æ±∞∞  ́... ´≥´≤ ´± Í√ ±∞∞ v�≈ ± s� W×O×B�« œ«bŽ_« lOLł «uFL−¹ Ê√ ÁcO�öð s� rKF� VKÞ Â±∑∏∑ ÂUŽ w�
 ÁUDŽ√ ÊQÐ ©Y�U¦�« nB�« w� „«c½¬ ÊU�Ë® ”ËUł vŽb¹Ë cO�ö²�« bŠ√ ÁQłU� v²Š WKOK� ozU�œ ÈuÝ iLð r�

ø»«u−�« vKŽ XKBŠ nO� ÎUA¼bM� rKFL�« t�QÝ  Æµ∞µ∞ u¼Ë  `O×B�« »«u−�«
∫wK¹ UL� q×�« ”ËUł V²�

∫«cJ¼ ”uJF� qJAÐ t�H½ ŸuL−L�« V²� rŁ ¨ ±∞∞   ́  . . . ´     ≥   ´    ≤    ´   ±     Ω ?ł             
 ±    ´  . . . ´   π∏  ´   ππ  ´ ±∞∞ Ω ?ł             

©±∞∞ œËb×�« œbŽ®  ±∞±  ́. . .´ ±∞± ´ ±∞± ´ ±∞± Ω ?ł≤ ∫lL−�UÐ
±∞∞ x ±∞± Ω ?ł≤        

µ∞µ∞ Ω ©±∞±®µ∞ Ω ±∞∞
≤   x ±∞± Ω   ?ł         

 w� © UO{U¹d�« w� Î«—uNA� ÎUL�UŽ bFÐ ULO� `³
√ Íc�«® ”ËUł UNÐ V�Š w²�« WI¹dD�« Â«b�²Ý« UMMJL¹
∫ «cJ¼  Ê?ł e�d�UÐ t� e�d¹Ë WOÐU�Š WK�K�²� œËbŠ  s� Ê ŸuL−� œb×ð w²�« …bŽUI�« ‚UI²ý«

©UNO� dOš_« b×�« ∫‰®              ‰       ́  . . . ´ ©œ≤ ´ √® ´      ©œ ´ √® ´       √        Ω Ê?ł           
√        ́ . . .  ´ ©œ≤≠ ‰® ´    ©œ ≠ ‰® ´      ‰       Ω Ê?ł           

©… Òd� Ê®        ©‰ ´ √®    ́ . . .  ´    ©‰ ´ √® ´     ©‰ ´ √® ´ ©‰ ´ √® Ω Ê?ł≤ lL−�UÐ
Ê x ©‰ ´ √® Ω Ê?ł≤         

©±® . . . . . .     ©‰ ´ √® Ê
≤  Ω Ê?ł                  

œ©± ≠ Ê® ´ √ ΩÊ
Õ Ω‰ YOŠ Èdš√ WI¹dDÐ ©±® …bŽUI�« WÐU²� sJL¹Ë

 ©‰ ´ √® Ê
≤  Ω Ê?ł  ∫ÊuJ¹ tOKŽË

œ©± ≠ Ê® ´  √≤   Ê
≤   Ω  œ©± ≠ Ê® ´ √ ´ √   Ê

≤  Ω Ê ?ł                    

Sum of Arith.Series WOÐU�(« WK�K�²*« ŸuL−�  ¥≠±

 ∫u¼  œ  UNÝUÝ√Ë  √  ‰Ë_« U¼bŠ WOÐU�Š WK�K�²� œËbŠ s� bŠ  Ê  ‰Ë√ ŸuL−� ∫…bŽU�
©±® . . . .   ©‰ ´ √ ® Ê

≤  Ω Ê ?ł 

©≤® . . . .  œ©± ≠ Ê® ´  √≤   Ê
≤  Ω Ê ?ł  Ë√



±¥

...´±≥´∏´≥  ∫WK�K�²L�« œËbŠ s� Î«bŠ ≤∞ ‰Ë√ ŸuL−� błË√      ∫©±® ‰U¦�

µ Ω œ   ¨   ≥ Ω √ ‰Ë_« U¼bŠ WOÐU�Š WK�K�²� w¼ WK�K�²L�«   
œ©± ≠ Ê® ´  √≤  Ê

≤   Ω    Ê?ł  

©πµ ´ ∂® ±∞ Ω ©µ x ±π ´  ≥ x ≤® ≤∞
≤  Ω ≤∞?ł  

   ±∞±∞ Ω ±∞± x±∞ Ω        

¨v�Ë_« WO½U¦�« w� ÎU�b� ±∂ W�U�� lDI�  Î«dŠ ÎUÞuIÝ Âb� ±∂∞∞ ŸUHð—« s� r�ł jIÝ      ∫©≤® ‰U¦�
.«cJ¼Ë ...W¦�U¦�« WO½U¦�« w� ÎU�b� ∏∞¨WO½U¦�«  WO½U¦�« w� ÎU�b� ¥∏       
.WÝœU��« WO½U¦�« w� r�−�« UNFDI¹ w²�« W�U�L�« ±     ∫błË√        

.v�Ë_« fL��« w½«u¦�« w� WŽuDIL�«  U�U�L�« ŸuL−� ≤            
ø÷—_« v�≈ r�−�« q
Ë v²� ≥           

 UN� Ê_ WOÐU�Š WO�U²²� Ác¼Ë  ... ¨ ∏∞ ¨ ¥∏ ¨ ±∂ ∫w¼ WŽuDIL�«  U�U�L�« WO�U²²�   
.≥≤ XÐU¦�« ”UÝ_«

∂
Õ Ω WÝœU��« WO½U¦�« w� r�−�« UNFD� w²�« W�U�L�«  ±     

. ÎU�b�±∑∂ Ω ±∂∞ ´ ±∂ Ω ≥≤ x µ ´ ±∂ Ω œµ ´ √ Ω∂
Õ           

 µ ?ł Ω v�Ë_« fL��« w½«u¦�« w� WŽuDIL�«  U�U�L�« ŸuL−�  ≤     
 œ©± ≠ Ê® ´  √≤  Ê

≤   Ω Ê?ł             
 ©≥≤ x ¥  ´  ±∂ x ≤® µ

≤   Ω µ ?ł       
.Âb� ¥∞∞ Ω  ±∂∞ x  µ

≤  Ω ©±≤∏ ´ ≥≤® µ
≤   Ω              

. ±∂∞∞ Ω  s�e�« «c¼ w� WŽuDIL�«  U�U�L�« ŸuL−� ÊuJ²� ¨WO½UŁ Ê bFÐ ÷—_« q
Ë r�−�« Ê√ ÷dH½  ≥

 ±∂∞∞ Ω œ©± ≠ Ê® ´  √≤  Ê
≤      ±∂∞∞ Ω Ê?ł  

±∂∞∞ Ω ©±≠Ê®±∂ ´ ±∂  Ê    ±∂∞∞ Ω ≥≤x©± ≠ Ê® ´ ±∂ x ≤  Ê
≤   

 .±∞ Ω Ê  ±∞∞ Ω ≤Ê    ±∂∞∞ Ω ≤Ê±∂ 
  .tÞuIÝ s� ÌÊ«uŁ ±∞ bFÐ ÷—_« v�≈ r�−�« q
Ë Í√ 

±∂

¥∏

∏∞



±µ

µµ≠ ÍËU�¹ UNÐd{ q
UŠË ±µ ÍËU�¹ WOÐU�Š WO�U²²� qJAð œ«bŽ√ WŁöŁ ŸuL−� ÊU� «–≈     ∫©≥® ‰U¦�
.œ«bŽ_« Ác¼ błË√     

VOðd²�« vKŽ  œ≤ ´ √  ¨   œ ´ √  ¨  √ w¼ WŁö¦�« œ«bŽ_« Ê√ ÷dH½   
±µ Ω ©œ≤ ´ √® ´ ©œ ´ √® ´ √              ±µ Ω UNFLł q
UŠ 

 ±µ Ω œ≥ ´ √≥             
©±® .......   µ Ω œ ´ √     ∫Z²M¹ ≥ vKŽ WL�I�UÐË  
©≤® ....... µµ≠ Ω ©œ≤ ´ √® ©œ ´ √® ©√®          µµ≠ Ω  UNÐd{ q
UŠ 

∫i¹uF²�UÐ ©≤® ¨ ©±® sO²�œUFL�« q×½   
œ ≠ µ Ω √ ÊuJ¹ ©±® s�   

  µµ≠ Ω ©œ ´ µ® ©µ® ©œ ≠ µ®  ∫©≤® W�œUFL�« `³Bð   
±±≠ Ω ©œ ´ µ® ©œ ≠ µ® ∫Z²M¹ µ vKŽ WL�I�UÐË

±±≠  Ω ≤œ ≠ ≤µ       
∂  Ω œ  UNM�Ë  ≥∂ Ω ≤œ       

∂ ≠ µ Ω √ ÊS� ∂ Ω œ  U�bMŽ   
±± ¨ µ ¨ ±≠ w¼ WÐuKDL�« œ«bŽ_« ÊuJðË ¨  ±≠ Ω √             

±≠ ¨ µ ¨ ±± w¼ WÐuKDL�« œ«bŽ_« ÊuJðË ¨ ±± Ω ∂ ´ µ Ω √ ÊS� ∂≠ Ω œ U�bMŽ   
q×K� Èdš√ WI¹dÞ     

√ Ω jÝË_« b×�« Ê√ U½d³²Ž« «–≈ …dB²�� WI¹dDÐ ‰U¦L�« qŠ sJL¹   
œ ´ √ ∫Y�U¦�« b×�«Ë ¨ œ ≠ √∫‰Ë_« b×�« ÊuJO�   

±µ Ω ©œ ´ √® ´ ©√® ´ ©œ ≠ √® ÊuJO�   
µ Ω √         ±µ Ω √≥   

µµ≠ Ω ©œ ´ √® ©√® ©œ ≠ √® ÊuJ¹Ë   
©µ vKŽ WL�I�UÐ®    µµ≠ Ω©œ ´ µ® ©µ® ©œ ≠ µ®           

±±≠ Ω ©œ ´ µ® ©œ ≠ µ®           
∂   Ω  œ ¨  ≥∂ Ω≤œ ±±≠ Ω ≤œ ≠ ≤µ           

   .v�Ë_« WI¹dD�« w� UL� q×�« qLJ½Ë   



±∂

∫WO�U²�« WOÐU�×�«  ö�K�²L�« ŸuL−� błË√ ±
 ¥∞  ́... ´±∞´ ∑ ´ ¥    √  

©≤±≠®  ́... ´ ±∑ ´ ±π ´ ≤±    »  
©± ´ —≤®

±∞   

±Ω—     ?ł  

.∏∞ UNM� Î«bŠ ≤∞ ‰Ë√ ŸuL−�Ë ≤ UNÝUÝ√ w²�« WOÐU�×�« WK�K�²L�« w� ‰Ë_« b×�« błË√ ≤

 ø≤∞ UNŽuL−� ÊuJO�  ... ´ ∑ ´ π ´ ±±  WK�K�²L�« s� Ácš√ V−¹ Î«bŠ r� ≥
.W−O²M�« d�� .ÊöŠ W�Q�LK�  

.∑ vKŽ tL�I�« q³Ið w²�«Ë ±∞∞ ¨ µ sOÐ …—uB×L�«  W×O×B�« œ«bŽ_« ŸuL−� błË√ ¥

.œ«bŽ_« Ác¼ błË√ ≤∏ UNÐd{ q
UŠË ±≤ ÍËU�¹ WOÐU�Š WO�U²²� qJAð œ«bŽ√ WŁöŁ ŸuL−� ÊU� «–≈ µ

ÍuMÝ Vð«dÐ w½U¦�«Ë —UM¹œ ∂∞∞∞  Á—b� ©XÐUŁ® ŸuDI� ÍuMÝ Vð«dÐ ‰Ë_« ∫W�dý w� qLF�« ÊUHþu� √bÐ ∂
.WO�Uð WMÝ q� w� —UM¹œ ±∞∞ Á—b� XÐUŁ —«bILÐ œ«œe¹Ëv�Ë_« WM��« w� —UM¹œ ¥∏∞∞  mK³LÐ √b³¹        

øÊU¹uM��« sOHþuL�« U³ð«— ÈËU�²¹ WMÝ r� bFÐ    √  
øw½U¦�« nþuL�« ÁU{UIð U� ŸuL−L� ÎU¹ËU�� ‰Ë_« nþuL�« ÁU{UIð U� ŸuL−� ÊuJ¹ WMÝ r� bFÐ    »  

nB�« w� ÊU� «–S� ¨ÎUH
 ≤∞ w� W³ðd� wÝ«dJ�« s� œbŽ UNO� ”—«bL�« ÈbŠ≈ w�  UŽUL²ł« WŽU� ∑
«cJ¼Ë ... ÎUOÝd� ±¥ Y�U¦�« nB�« w�Ë ¨ÎUOÝd� ±≤ w½U¦�« nB�« w�Ë wÝ«d� ±∞ ‰Ë_«  

øWŽUI�« ·uH
 s� s�U¦�« nB�« w� …œułuL�« wÝ«dJ�« œbŽ U�    √  
øWŽUI�« w� wÝ«dJ�« ŸuL−� U�    »  

·uHB�«Ë ¨sOLKFL�«Ë ¡UÐü« fK−� ¡UCŽ_ v�Ë_« WŁö¦�« ·uHB�« w� wÝ«dJ�« XB ÒB Ôš «–≈    ?ł  
øW³KD�« œbŽ UL� ¨W�uGA� WŽUI�« bŽUI� lOLł X½U�Ë ¨W³KDK� Èdš_«        

©¥ ≠ ±® qzU?��Ë s¹—U9



±∑

 ≥Â¥ ¨WO½U¦�« WŽU��« w� ≥Â≤ ¨v�Ë_« WŽU��« w� ¡UL�« s� ≥Â± Z¹dNB�« w� l{Ë .¡UL�UÐ Z¹dN
 W¾³Fð œ«d¹
 WOL� wHFC� ÎW¹ËU�� WŽUÝ W¹√ w� Z¹dNB�« w� l{uð w²�« ¡UL�«  WOL� ÊuJð YO×Ð ...«cJ¼Ë W¦�U¦�«  WŽU��« w�

.UN� WIÐU��« WŽU��« w� l{uð w²�« ¡UL�«
 . . . ¨ ±∂ ¨ ∏ ¨ ¥ ¨ ≤ ¨ ± ∫u×M�« vKŽ w¼ WŽUÝ q� w� Z¹dNB�« w� Ÿu{uL�« ¡UL�«  UOL� Ê√ kŠö½ 
 ÎU²ÐUŁ fO� sOO�U²²� s¹bŠ q� sOÐ ‚dH�« Ê_ WOÐU�Š WO�U²²� X�O� UN½√ b−½ WO�U²²L�« Ác¼ œËbŠ UMK�Qð «–≈Ë

. . . . . ¨   ≤ Ω ¥ õ ∏     ¨     ≤ Ω ≤ õ ¥       ¨    ≤ Ω ± õ ≤   ∫Ê√ kŠö½ sJ�Ë
.WOÝbM¼ WO�U²²� ¨ UO�U²²L�« s� ŸuM�« «c¼ wL�½ ¨W²ÐUŁ W³�½ w¼ …dýU³� t� oÐU��« b×�«Ë bŠ q� sOÐ W³�M�« Ê√ Í√

∫WOÝbM¼ WO�U²�«  UO�U²²L�« s� q� ÊuJð V³��« fHM�
. . .  ¨ ∏∞ ¨ ¥∞ ¨ ≤∞ ¨ ±∞
. . . ¨ ≤µ∞ ¨ µ∞ ¨ ±∞ ¨ ≤

 . . . ¨ ±
∏   ¨ ±

¥   ¨  ±
≤   ¨ ±

∫n¹dFð 
  .W²ÐUŁ W³�½ …dýU³� t� oÐU��« b×�«Ë ÌbŠ q� sOÐ W³�M�« UNO� ÊuJ¹ w²�« WO�U²²L�« w¼ WOÝbMN�« WO�U²²L�«  

. —  e�d�UÐ t� e�d¹Ë ¨WOÝbMN�« WO�U²²L�« ”UÝ« vL�ð W²ÐU¦�« W³�M�«          

WOÝbMN�« WO�U²²LK� ÂUF�« b(«
∫w�U²�« ‰U¦L�« ”—b½ UMŽœ WOÝbMN�« WO�U²²LK� ÂUF�« b×�« …bŽU� v�≈ q
u²K�

. W²ÐUŁ W³�½ wN�  ≥ Ω ∂ õ ±∏ ¨  ≥ Ω ≤ õ ∂ Ê_ WOÝbM¼ WO�U²²� w¼  ... ¨ µ¥ ¨ ±∏ ¨ ∂ ¨ ≤ ∫WO�U²²L�« 
 ≤ Ω ±Õ    ‰Ë_« b×�«

±≥ x ≤ Ω ∂ Ω ≤Õ    w½U¦�« b×�«
≤≥ x ≤ Ω π x ≤ Ω ±∏ Ω ≥Õ  Y�U¦�« b×�« 

... «cJ¼Ë   ≥≥ x ≤ Ω ≤∑ x ≤ Ω µ¥ Ω¥Õ     lÐ«d�« b×�«
 jLM�« fHMÐË . b×�« VOðdð  sŽ± —«bILÐ qI¹ ”√ v�≈ ÎUŽu�d� ”UÝ_«   x ‰Ë_« b×�«  Ω bŠ q� Ê√ kŠô

 ±∂≤ Ω ¥≥ x  ≤  Ω  f�U��« b×�« ÊuJ¹
 ∫ÂUŽ tłuÐ

±≠Ê —√ Ω Ê
Õ∫u¼ WOÝbMN�« WO�U²²LK� ÂUF�« b×�« ÊS�  —  UNÝUÝ√Ë  √  WOÝbM¼ WO�U²²�  s� ‰Ë_« b×�« ÊU� «–≈

Geometric Sequences WOÝbMN�«  UO�U²²*«  µ≠±



±∏

.UNO� f�U��« b×�« błË√ Æ ≤ UNÝUÝ√Ë ≥ ‰Ë_« U¼bŠ WOÝbM¼ WO�U²²�      ∫©±® ‰U¦�

±≠Ê —√ Ω ÊÕ   ¨    ≤ Ω —    ¨ ≥ Ω √  
    ¥∏ Ω ±∂ x ≥ Ω ¥≤ x ≥ Ω µ

Õ 

ø ..... ¨¥µ ¨ ±µ ¨ µ ∫WOÝbMN�« WO�U²²L�« œËbŠ s� ±≤±µ t²LO� Íc�« b×�« VOðdð U�      ∫©≤® ‰U¦�

≥ Ω —   ¨   µ Ω √ YOŠ ÊÕ u¼ ±≤±µ t²LO� Íc�« b×�« Ê√ ÷dH½  
±≠Ê— √ Ω ±≤±µ Ω Ê

Õ   
©µ vKŽ WL�I�UÐ®   ±≠Ê≥ x µ Ω ±≤±µ   

±≠Ê≥ Ω ≤¥≥   
 ©ø«–UL�®    µ Ω ± ≠ Ê         ±≠Ê≥ Ω µ≥   

∂ Ω Ê        
   ”œU��« b×�« u¼ ±≤±µ t²LO� Íc�« b×�«   

 •±∞ ‰bFLÐ WMÝ q� hIMð …—UO��« WLO� X½U� «–S� ¨—UM¹œ ∏∞∞∞ mK³LÐ …—UOÝ qł— Èd²ý«       ∫©≥® ‰U¦�
.UN�«b�²Ý« s� W��U��« WM��« W¹UN½ w� …—UO��« WLO� błË√  .UN� WIÐU��« WM��« w� UN²LO� sŽ         

 
.—UM¹œ ∑≤∞∞ Ω  ∞,π  x  ∏∞∞∞   Ω π∞

±∞∞  x ∏∞∞∞ v�Ë_« WM��« W¹UN½ w� …—UO��« sLŁ 
    .—UM¹œ ∂¥∏∞ Ω  ∞,π  x  ∑≤∞∞ Ω WO½U¦�« tM��« W¹UN½ w� …—UO��« sLŁ 

«cJ¼Ë . . . .    . —UM¹œ  µ∏≥≤ Ω  ∞,π  x  ∂¥∏∞ Ω  W¦�U¦�« tM��« W¹UN½ w� …—UO��« sLŁ 
WOÝbM¼ WO�U²²� w¼Ë ... ¨ µ∏≥≤ ¨ ∂¥∏∞ ¨ ∑≤∞∞ ∫w¼ WMÝ q� W¹UN½ w� …—UO��« —UFÝ« WO�U²²� Ê√ Í√   

.∑≤∞∞ Ω √ ‰Ë_« U¼bŠË  ¨  ∞,π UNÝUÝ«   
 µ

Õ Ω W��U��« WM��« W¹UN½ w� …—UO��« WLO� 
   .—UM¹œ ¥∑≤≥,π≤ Ω ¥©∞,π® x ∑≤∞∞ Ωµ

Õ 



±π

∫wK¹ ULO� WOÝbMN�«  UO�U²²L�« eÒO� ±
. . . . . . . ¨   ∞,∞∞±   ¨   ∞,∞±  ¨    ∞,±   ¨   ±    √  

µ ´ Ê∑ Ω ÊÕ ÂUF�« U¼bŠ w²�« WO�U²²L�«    »  

Ê© ±
≤  ® Ω ÊÕ ÂUF�« U¼bŠ w²�« WO�U²²L�«    ?ł  

.¥∞ sŽ qIðË ± sŽ b¹eð w²�«  ≤ œbF�«  UHŽUC�    œ  

∫ wK¹ U� błË√ ≤
. . . . . . .¨ π ¨ ≥ ¨ ± ∫WOÝbMN�« WO�U²²L�« w� ”œU��« b×�«    √  

≥¥≥ ¨ ” ¨ ±
∑  ∫WOÝbMN�« WO�U²²L�« w� ” rO�    »  

.WO�U²²L�« Ác¼ V²�√  .≤µ∂ ”œU��« U¼bŠË ¥ Y�U¦�« U¼bŠ WOÝbM¼ WO�U²²� ≥

. ?ł ¨ √ s� Ìq� WLO� błËQ�  .WOÝbM¼ WO�U²²� ∏± ¨ ?ł ¨ √ ¨ ≥ ∫X½U� «–≈ ¥

©µ ≠ ±® qzU?��Ë s¹—U9

∫w�U{≈ ◊UA½
. ?ł ¨ » ¨ √ s� q� WLO� błËQ� ¨WOÝbM¼ WO�U²²� ¥∏∂ ¨ ?ł ¨ » ¨ √ ¨ ∂ ∫X½U� «–≈



≤∞

 WK�K�²L�« Ê√Ë ≤ UNÝUÝ« WOÝbM¼ WO�U²²� w¼ ±≤∏  . . . . . ¨ ±∂ ¨ ∏ ¨ ¥ ¨ ≤ ¨ ± ∫WO�U²²L�« Ê√ UM�dŽ Ê√ o³Ý
 Ê√  sJL¹  UM½S�  WK�K�²L�«  œËbŠ  ŸuL−�  WLO�  œU−¹≈  U½œ—√  «–≈ .±≤∏  ́. . . ´ ∏ ´ ¥ ´ ≤ ´ ± w¼ UN� WI�«dL�«

∫wK¹ ULÐ ÂuI½
©±® . . .          ±≤∏ ´ ∂¥ ´ ≥≤ ´ ±∂  ´ ∏ ´ ¥ ´ ≤ ´ ± Ω ?ł lC½

     ∫Z²M¹ ≤ œbF�« w� W�œUFL�« w�dÞ »dCÐË
©≤® . . .    ≤µ∂ ´ ±≤∏ ´ ∂¥ ´ ≥≤ ´ ±∂  ´ ∏ ´ ¥ ´ ≤  Ω ?ł≤       

≤µµ Ω ?ł     ± ≠ ≤µ∂ Ω ?ł ≠ ?ł≤ ∫Z²M¹ sO²�œUFL�« ÕdDÐË
©±® . . .    ±≠Ê—√ ´  . . . ´   ≥—√ ´    ≤—√ ´   —√  ´   √ Ω Ê?ł     X½U� «–≈ ∫ÂUŽ tłuÐ

©≤® . . .   Ê—√  ´ ±≠Ê—√  ́ . . .   ´  ≥—√  ´  ≤—√  ´  —√           Ω Ê?ł—  ÊS�          
∫Z²M¹ sO²�œUFL�« ÕdDÐ         

√ ≠ Ê—√ Ω Ê?ł ≠ Ê?ł—        
©± ≠Ê—®√ Ω ©± ≠ —® Ê ?ł                         

     ±   — YOŠ    ©± ≠ Ê—®√
±≠ —   Ω Ê?ł                                         

∫…bŽU	
∫ u¼  —  UNÝUÝ√Ë  √  ‰Ë_« U¼bŠ WOÝbM¼ WK�K�²� œËbŠ s�  Ê  ‰Ë√ ŸuL−�

±   — YOŠ    ©± ≠ Ê—®√
±≠ —  Ω Ê?ł

 ∫`³Bð WOÝbMN�« WK�K�²L�« sJ�Ë ÁöŽ√ …—u�cL�« …bŽUI�« oO³Dð lOD²�½ ô UM½S� ± Ω — X½U� «–≈ t½√ kŠô
©ø«–UL�®     √ Ê Ω √  ́. . . . . ´ √ ´ √ ´ √

. . . . . ´ ±≤ ´ ∂ ´ ≥  ∫WOÝbMN�« WK�K�²L�« œËbŠ s� v�Ë_« W²��« œËb×�« ŸuL−� błË√     ∫©±® ‰U¦�

≤ Ω —    ¨    ≥ Ω √   
©± ≠ Ê—®√

±≠ —  Ω Ê?ł   

  ±∏π Ω ∂≥ x ≥ Ω ©± ≠ ∂¥®≥
 ±   Ω ©± ≠∂≤®≥

 ± ≠ ≤  Ω ∂?ł   

Sum of Geo. Series WOÝbMN�« WK�K�²*« ŸuL−�  ∂≠±



≤±

—µ
¥   

±Ω— błË√      ∫©≤® ‰U¦�

 ¥µ ´ ≥µ ´ ≤µ ´ ±µ   ∫w¼ WK�K�²L�« 
 WOÝbM¼ WK�K�²� WK�K�²L�« —U³²ŽUÐ ŸuL−L�« »U�Š sJL¹Ë ¨ ∑∏∞ Ω  ∂≤µ ´ ±≤µ ´ ≤µ ´ µ ∫UN½√ Í√ 
    ∑∏∞ Ω ±µ∂ x µ Ω  ∂≤¥ x µ

 ¥  Ω ©± ≠¥µ®µ
 ± ≠ µ  Ω ¥?ł   ∫u¼ UNŽuL−� ÊuJO� µ UNÝUÝ«Ë µ ‰Ëô« U¼bŠ

s� ≥rÝ± w� U¹dO²J³�« œbŽ ÊU� «–U� .WŽUÝ nB½ q� sO²MŁ« …bŠ«u�« `³B²� U¹dO²J³�« dŁUJ²ð   ∫©≥® ‰U¦�
øÎUŠU³
 WFÝU²�« WŽU��« w� U¼œbŽ `³B¹ r�  . ÎUŠU³
 W��U��« WŽU��« w� U¹dO²JÐ ±∞∞∞∞ VOK×�«   

±∞∞∞∞ Ω ÎUŠU³
 W��U��« WŽU��« w� U¹dO²J³�« œbŽ   
≤∞∞∞∞ Ω ÎUŠU³
 nBM�«Ë W��U��« WŽU��« w� U¹dO²J³�« œbŽ   

¥∞∞∞∞ Ω ÎUŠU³
 WÝœU��« WŽU��« w� U¹dO²J³�« œbŽ   
.    
.    
.    
.    

≤ Ω — UNÝUÝ√Ë  ¨ ±∞∞∞∞ Ω  √  ‰Ë_« U¼bŠ WOÝbM¼ WO�U²²� Ác¼Ë   
π ¨  ∏ ±

≤  ¨  ∏   ¨  ∑ ±
≤   ¨  ∑  ¨ ∂ ±

≤    ¨   ∂    ¨  µ ±
≤    ¨ µ  ∫WM�“_« dþUM²� U¼œËbŠ œbŽ U�√   

π Ω œËb×�« œbŽ Ê√ Í√   
    ± ≠ Ê— √ Ω  π

 Õ u¼ lÝU²�« b×�« ÊuJO�   
∏≤ x ±∞∞∞∞ Ω                 

≤µ∂  x ±∞∞∞∞ Ω                         

≤µ∂∞∞∞∞ Ω                
 ≤µ∂∞∞∞∞ Ω WFÝU²�« WŽU��« w� U¹dO²J³�« œbŽ 

 π ‰Ë√ ŸuL−� fO�Ë WOÝbMN�« WO�U²²L�« w� lÝU²�« b×�« WLO� u¼ WFÝU²�« WŽU��« w� U¹dO²J³�« œbŽ Ê√ kŠô
 ÆWI�«dL�« WOÝbMN�« WK�K�²L�« s� œËbŠ



≤≤

. . . ´ ¥ ´ ∏ ´ ±∂ ∫WOÝbMN�« WK�K�²L�« œËbŠ s� œËbŠ ∂ ‰Ë√ ŸuL−� błË√  ±

≤µµ Ω UNO� v�Ë_« W�L��« œËb×�« ŸuL−�Ë ≤ Ω UNÝUÝ« WOÝbM¼ WK�K�²�  ≤
.‰Ë_« U¼bŠ błË√        

 .v�Ë_« W�L��« U¼œËbŠ ŸuL−� błË√ ∏± Ω f�U��« U¼bŠË π Ω Y�U¦�« U¼bŠ WOÝbM¼ WK�K�²� ≥
ø©W�Q�LK� ÎöŠ r�®       

w� œ«œe¹ ÷—_« dFÝ ÊU� «–S� .Â≤∞∞∞ WMÝ —UM¹œ ±∞∞  ∞∞∞   …dO³� WM¹b� w� ÷—√ r½Ëœ sLŁ ÊU�  ¥
 øÂ≤∞±∞ WMÝ UNO� ÷—_« r½Ëœ sLŁ UL� ¨ ÎU¹uMÝ •∏ —«bILÐ WM¹bL�« pKð  

bFÐ ÊUJ��« œbŽ UL� ÎU¹uMÝ •≤ ‰bFLÐ œ«œe¹ œbF�« «c¼ ÊU� «–« ÆWL�½ n�√ ≤µ∞ WM¹b� ÊUJÝ œbŽ µ
ø «uMÝ ±∞      

rJ� ¨ÎU¹uMÝ •≥∞ —«bILÐ h�UM²ð …—UO��« WLO� X½U� «–« Æ—ôËœ n�√ ±µ dF�Ð …—UOÝ …bOÝ  d²ý« ∂
ø «uMÝ µ —Ëd� bFÐ …—UO��« WLO� `³Bð       

 

Æ± ¨ µ ¨ ≤µ ∫œ«bŽ_« p¹b�  √

.WOÝbM¼ WO�U²²� qJAð WIÐU��« œ«bŽ_« Ê√ X³Ł«   ±  
µ ¨ ≤µ s¹œbFK� wÐU�×�« jÝu�« u¼ ” ÊU� «–≈   ≤  

.’ ¨ ” rO� błËQ� ± ¨ µ s¹œbFK� wÐU�×�« jÝu�« u¼ ’ ÊU�Ë                      
ø  ±’ ´ ≤µ”  WLO� U�   ≥  

.WIÐU��« WK¾Ý_« sŽ Vł«Ë WOÝbM¼ WO�U²²� qJAð Èdš√ œ«bŽ√ ≥ d²š«  »

©∂ ≠ ±® qzU?��Ë s¹—U9

∫w�U{≈ ◊UA½



≤≥

.     e�d�« Â«b�²ÝUÐ ©≤∞≥xµ®´ . . . . ´ ©≥≥xµ® ´ ©≤≥xµ® ´ ©≥xµ® ´ µ ∫ŸuL−L�« V²�√  ±

∫WO�U²�«  ö�K�²L�« ŸuL−� błË√  ≤
—≥  

µ   

±Ω—    ≤     ©± ≠ —≥®
±∞   

±Ω—     ± 
     π∑≤ ´ . . . . ´ ≥∂ ´ ±≤ ´ ¥    ¥   ±∂  ́. . . ´ ≤µ∂ ´ µ±≤ ´ ±∞≤¥    ≥ 

.U¼œËbŠ ŸuL−� V�Š« rŁ ” WLO� błË√  .  ”¨≥≥  ̈. . . . ¨ ”≤ ¨ ∂≥ U¼œËbŠ WOÐU�Š WO�U²²�  ≥

  . ÎU³łu� ÎU¹œd� Î«œbŽ µ∞ ‰Ë√ ŸuL−� bL×� V�ŠË ¨ÎU³łu� ÎUOłË“ Î«œbŽ µ∞ ‰Ë√ ŸuL−� dOLÝ V�Š  ¥
. p�– `{Ë Æ µ∞ sOŽuL−L�« sOÐ ‚dH�« Ê√ «błu�  

 ± Ω œ ´ √ ÊU� «–S�  ¨  œ  UNÝUÝ√Ë  √  ‰Ë_« U¼bŠ WOÐU�Š WO�U²²�  µ
.œ  ¨  √  rO�  błË√  . ±µ∞Ω±∞?ł        

W−ðUM�« tO�U²²L�« X×³
√ ¥ Y�U¦�« b×�« v�« nO{√ «–≈Ë π UNŽuL−� WOÐU�Š WO�U²²� ÊuJð œ«bŽ« WŁöŁ ∂
.WŁö¦�« œ«bŽ_« błË√ .WOÝbM¼       

∫W�UŽ s¹—ULð

© ±
≤±  ≠ ±

≤∞ ® ´ . . . . ´ © ±
¥   ≠ ±

≥  ® ´ © ±
≥   ≠ ±

≤  ® ´ © ±
≤  ≠ ±®  ∫WK�K�²L�« p¹b�  µ

øp�– dOž Â√ WOÝbM¼ Â√ WOÐU�Š WK�K�²L�« q¼  √  
.U¼œËbŠ ŸuL−� błË√  »  

∫w�U{≈ ◊UA½



≤¥

≤≤

…b???Šu�«…b???Šu�«

‰UL²Šù«Ë ¡UBŠù«

20

30

40

60

50

100

80

10

70

90

110

120

130

140

150
160

170

180

190
200



≤µ

  Standard Score (z-score)  W¹—UOF*« W�öF�«  ±≠≤

∫ «œdHLK� Í—UOFL�« ·«d×½ù«Ë wÐU�×�« jÝu�« błË√     ∫©±® ‰U¦�
≤∞  ¨ ±∂  ¨ ±¥ ¨ ±≤ ¨  ∏        

≤∞ ´ ±∂ ´ ±¥ ´ ±≤ ´ ∏

µ
  Ω  

—
”

Ê   

±Ω—
 

Ê
 Ω ©  ®wÐU�×�« jÝu�«  

±¥ Ω 
  ∑∞

µ   
  Ω                                             

∫wðüU� ÎôËbł ¡vAM½ Í—UOFL�« ·«d×½ô« œU−¹ù 

Í—UOF*« ·«d×½ù«Ë wÐU�(« jÝu�« WFł«d�  ≠ bON9
 ÎUC¹√  XÝ—œË  ¨wÐU�×�«  jÝu�«  UNL¼√  s
  W¹e�dL�«  WŽeMK�  WHK²�
  fO¹UI
  WOÝUÝ_«  WKŠdL�«  w�  XÝ—œ

ÆÍ—UOFL�« ·«d×½ù« UNL¼√ s
 X²A²K� WHK²�
 fO¹UI


∫ÊS� rOI�« s
 WŽuL−
  
Ê
” ¨ÆÆÆÆÆÆÆÆÆ ¨  

≤
” ¨ 

±
” X½U� «–S�

Ê
” ´ ÆÆÆÆÆ ´ 

≤
” ´

 ±
”

Ê
  Ω  

rOI�« ŸuL−


rOI�« œbŽ
 Ω rOIK� wÐU�×�« jÝu�«

  
—
”

Ê   

±Ω—
 

Ê

 
Ω

                                      

wÐU�×�« UNDÝË sŽ rOI�«  U�«d×½«  UFÐd
 ŸuL−
 jÝu²L� wFOÐd²�« —c−�« Ω rOIK� Í—UOFL�« ·«d×½ù«

≤©  ≠ 
—
” ®   

Ê   

±Ω—
 
     

Ê

Ω    
                       

©”®  «œdHL�« ≠ —
”≤©  ≠ —

”®

∏∂≠≥∂

±≤≤≠¥

±¥∞∞

±∂≤¥

≤∞∂≥∂

∏∞ ŸuL−L�«

∏∞

µ
 Ω

  ±∂  Ω

   ¥   Ω

≤©  ≠ 
—
” ®   

Ê   

±Ω—
 
     

Ê
Ω  

∞



≤∂

 V�UÞ qBŠ «–≈ Îö¦L� ¨sO²HK²�
 sO²OzUBŠ≈ sO²ŽuL−
 s
 sOð–ušQ
 sO²LO� sOÐ W½—UI
 ¡«dł≈ v�≈ Î«dO¦� ÃU²×½

 ¨WOÐdF�«  WGK�« ÊU×²
« w� ∏∞ W
öF�« vKŽ qBŠË ¨W¹eOK−½ô« WGK�« ÊU×²
« w� ∑∞ W
öF�« vKŽ ·uHB�« bŠ√ w�

øqC�√ V�UD�« qOB×ð Èu²�
 ÊU� sO¦×³L�« Í√ wH�

 Ác¼ sJ� ¨d³�√ UNO� t²
öŽ Ê_ qC�√ WOÐdF�«  WGK�« w� V�UD�« qOB×ð Èu²�
 Ê√ …dýU³L�« WÐUłù«  ÊuJð b�

 ÆsOð—u�cL�« sO²
öF�« s
 q� UNO�≈ wL²Mð w²�«  U
öF�« WŽuL−
 ’«uš ‰uŠ  U
uKF
 W¹√ v�≈ bM²�ð ô WÐUłù«

 vKŽ µ ¨∂∞ UL¼ W¹eOK−½ù« WGK�« w� »öD�«  U
öF� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�« Ê√ UM{d� «–S�

 UM½S�  ̈VOðd²�« vKŽ ±∞ ̈  ∑µ  UL¼ WOÐdF�« WGK�« w� »öD�«  U
öF� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�« ÊU�Ë ̈ VOðd²�«

 nB�«  U
öF� wÐU�×�« jÝu�« sŽ b¹eð ∑∞ w¼Ë W¹eOK−½ù« WGK�« w� V�UD�« W
öŽ Ê√ b−½ W�U×�« Ác¼ w�

 «–≈ w�U²�UÐË X²A²K� ”UOI
 u¼ Í—UOFL�« ·«d×½ô« Ê≈ ø…dOG� Â√ …dO³�  …œU¹e�« Ác¼ q¼ Æ U
öŽ ±∞ —«bILÐ

ÆsO¹—UOF
 sO�«d×½« Í√  ≤ Ω µ õ ±∞ wMFð  U
öŽ ±∞ …œU¹e�« ÊS� ”UOIL�« «c¼ UM
b�²Ý«

 Ác¼Ë  U
öŽ µ —«bILÐ nB�«  U
öF� wÐU�×�« jÝu�« sŽ b¹eð ∏∞ w¼Ë WOÐdF�« WGK�« w� V�UD�« W
öŽ ULMOÐ

 W³�M�UÐ V�UD�« l�u
 Í√® V�UD�« Èu²�
 Ê√ wMF¹ «c¼Ë ¨Í—UOF
 ·«d×½« nB½ Í√  
±

≤
 Ω ±∞ õ µ q¦Lð …œU¹e�«

 vKŽ√ W¹eOK−½ù« WGK�« w� jÝu�« ‚u� tF�u
 Ê_ ¨WOÐdF�« WGK�« w� tM
 qC�√ W¹eOK−½ù« WGK�« w� ©tH� »öÞ w�U³�

 ÆWOÐdF�« WGK�« w� jÝu�« ‚u� tF�u
 s


 U¼dO�Hð qł√ s
Ë ¨U¼œdHLÐ vMF
  «– X�O�  U
öŽ ©ÂU��« ® WOK�_«  U
öF�« Ê√ Èd½ ”UÝ_« «c¼vKŽË

 W�dF
 s
 bÐô UNO�≈ wL²Mð w²�« WOzUBŠù« WŽuL−L�« w� ÎUCH�M
 Ë√ ÎUO�UŽ Èu²�
 q¦Lð UN½√ YOŠ s
 UNOKŽ rJ×�«Ë√

 ÆW¹—UOFL�« W
öF�« Ë√ WLOI�« …dJ�  QA½ UM¼ s
Ë ¨WŽuL−LK� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�«

∫n¹dFð 
 UN�«d×½«Ë   wÐU�×�« UNDÝË WOzUBŠ≈ WŽuL−
 w� ©”® ÂU��« W
öFK� WKÐUIL�« ©Ÿ® W¹—UOFL�« W
öF�« 

 vDFðË ÆWŽuL−LK� wÐU�×�« jÝu�« sŽ ÂU��« W
öF�« U¼bF³ð w²�« W¹—UOFL�«  U�«d×½ô« œbŽ w¼   Í—UOFL�«

  
 ≠ ”

   Ω 
Ÿ

 ∫ …bŽUI�UÐ

W¹—UOF*« W�öF�« ÂuNH�

∫ «œdHLK� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�« błË√

Æ∑∞ ¨ ∂∞ ¨ µ∞ ¨ ¥∞ ¨ ≥∞ ¨ ≤∞ ¨ ±∞

V¹—bð



≤∑

    ∫W¹—UOFL�« W�öF�« …—Uý« ±    

 ·«d×½ô«  «bŠuÐ © ® wÐU�×�« jÝu�«Ë ©”® ÂU��« W
öF�« sOÐ ‚dH�« q¦Lð ©Ÿ® W¹—UOFL�« W
öF�« Ê≈ YOŠ

 «–≈ W³�UÝ ÊuJðË wÐU�×�« jÝu�« s
 d³�√ ÂU��« W
öF�« X½U� «–≈ W³łu
 ÊuJð ©Ÿ®W¹—UOFL�« W
öF�« ÊS� ¨Í—UOFL�«

ÆwÐU�×�« jÝu�« ÍËU�ð ÂU��« W
öF�« X½U� «–≈ Î«dH� ÊuJðË ¨wÐU�×�« jÝu�« s
 dG�√ ÂU��« W
öF�« X½U�

∫W¹—UOFL�«  U�öFK� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�« ≤    

∫Ê√  U³Ł≈ sJL¹ t½S� WKÐUI
 W¹—UOF
  U
öŽ v�≈ U
 Ìl¹“uð w� ÂU��«  U
öF�« lOLł X�uŠ «–≈

©Î«dH� Ω W¹—UOFL�«  U
öF�« lOLł ŸuL−
 Ê√ ÎUC¹√ wMF¹ «c¼Ë® Î«dH� Ω W¹—UOFL�«  U
öF�« lOL−� wÐU�×�« jÝu�« √

 ±Ω W¹—UOFL�«  U
öF�« lOL−� Í—UOFL�« ·«d×½ô«    »

∫sO²IOI×�« sOðU¼ W×� `{u¹ w�U²�« ‰U¦L�«         

±∞¨∑µ UL¼ π∞ ¨ ∏∞ ¨ ∑µ ¨ ∑∞ ¨ ∂∞∫ U
öFK� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�«     ∫©≥® ‰U¦�
 UL¼ …dþUML�« W¹—UOFL�«  U
öFK� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë wÐU�×�« jÝu�« Ê√ ` Ò{Ë ÆVOðd²�« vKŽ                        

ÆVOðd²�« vKŽ ±¨ ∞                       

 

Æ  
 ≠ ”

 Ω Ÿ t¹—UOFL�« W
öF�« YOŠ W¹—UOF
  U
öŽ v�≈ ÂU��«  U
öF�« ‰ Òu×½   

 ¨±∞ ÍËU�¹ Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë ∑∂ ÍËU�¹ ÎU³�UÞ ¥∞  U
öF� wÐU�×�« jÝu�« ÊU� «–≈     ∫©≤® ‰U¦�
ø∂∂ ¨ π± sO²
öF�« s
 qJ� …dþUML�« W¹—UOFL�« W
öF�« U
                           

 ≠ ”
   Ω    

Ÿ
  W¹—UOFL�« W
öF�« 

±,µ Ω 
±µ

±∞
  Ω  

∑∂ ≠ π±

±∞
  Ω π± W
öFK� WKÐUIL�« W¹—UOFL�« W
öF�« 

ÆÍ—UOF
 ·«d×½« ±,µ —«bILÐ nB�«  U
öF� wÐU�×�« jÝu�« sŽ b¹eð π± W
öF�« Ê√ Í√ 

±≠ Ω 
±∞≠

±∞

 
Ω 

∑∂ ≠∂∂ 

±∞
  Ω ∂∂ W
öFK� WKÐUIL�« W¹—UOFL�« W
öF�« 

 ÆbŠ«Ë Í—UOF
 ·«d×½« —«bILÐ nB�«  U
öF� wÐU�×�« jÝu�« sŽ qIð ∂∂ W
öF�« Ê√ Í√ 

W¹—UOF*«  U�öF�« hzUBš



≤∏

©Ÿ® W¹—UOFL�« W
öF�« ≠ Ÿ≤ © ≠Ÿ®

±,µ≠±,µ≠≤,≤µ

∞,µ≠∞,µ≠∞,≤µ

∞∞∞

∞,µ∞,µ∞,≤µ

±,µ±,µ≤,≤µ

ŸuL−L�«∞µ

∫wðüU� ÎôËbł TAM½ W¹—UOFL�«  U
öFK� Í—UOFL�« ·«d×½ô« œU−¹ùË

ÆwÐU�×�« UNDÝË sŽ  U
öF�«  U�«d×½«  UFÐd
 ŸuL−
 jÝu²L� wFOÐd²�« —c−�« Ω Í—UOFL�« ·«d×½ô«

  ± Ω    ±   Ω 

µ

µ  Ω    
 ≤©

 ≠ Ÿ®   

Ê

 Ω               

 

 
W¹—UOF*«  U
öF�« WŽuL−


U¼œbŽ
  Ω  W¹—UOFL�«  U
öFK� wÐU�×�« jÝu�«              

   dH� Ω 
 dH�

µ
 Ω  

±,µ ´ ∞,µ ´ ∞ ´ ∞,µ≠ ´ ±,µ≠

µ
 Ω 

Ÿ
  

      Ê
  Ω                  

 ∫wðüU� W−O²M�« X½UJ� W¹—UOF
 ©rO�®  U
öŽ v�≈ rO� ©∂® s
 W½uJ
 WŽuL−
 w�  «œdH*« X� =u ÔŠ    ∫©¥®‰U¦�
ø √ WLO� U
 Æ √  ¨  ∞,µ ¨   ±   ¨   ∞   ¨   ±,µ≠   ¨   ∞,µ≠      

dH� Ωl¹“uð Í√ w� W¹—UOF*«  U
öF�« ŸuL−
    

dH� Ω √ ´ ∞,µ ´  ± ´ ∞ ´ ©±,µ≠® ´ ©∞,µ≠®  Ê–≈    

dH� Ω √ ´ ∞,µ≠                           

    ∞,µ Ω  √            

∫p�– s
 oI×ð Æ©Ÿ ®WKÐUIL�« W¹—UOFL�« W
öF�«Ë ©”® ÂU��« W
öF�« sO³¹ wðü« ‰Ëb−�«

”∂∞∑∞∑µ∏∞π∞

Ÿ±,µ≠∞,µ≠∞∞,µ±,µ



≤π

∏ Ω ≤ ´ ∂ Ω …b¹b−�« ÂU��« V�UD�« W
öŽ √        ≤    

Æ©W�U{ô« fHMÐ dŁQ²¹ jÝu�« Ê_ ® ∑ Ω≤ ´ µ Ω »öD�«  U
öF� b¹b−�« wÐU�×�« jÝu�«   

ÆW�U{ôUÐ dŁQ²¹ ô t½_ ±,µ t�H½ u¼ »öD�«  U
öF� b¹b−�« Í—UOFL�« ·«d×½ô«   

≤

≥
 Ω 

±∞

±µ
 Ω 

±

±,µ  Ω 
∑ ≠ ∏

±,µ   Ω …b¹b−�« W¹—UOFL�« V�UD�« W
öŽ   

ÆW�U{ùUÐ dŁQ²ð r� …b¹b−�« W¹—UOFL�« W
öF�« Ê√ Í√   

 ∂∞ Ω ±∞ x ∂ Ω …b¹b−�« ÂU��« V�UD�« W
öŽ  »          

Æ»dC�« q
UŽ fHMÐ dŁQ²¹ jÝu�« Ê_ µ∞ Ω±∞xµ Ω ÂU��«  U
öFK� b¹b−�« wÐU�×�« jÝu�«   

 q
UŽ fHMÐ dŁQ²¹ Í—UOFL�« ·«d×½ô« Ê_ ±µ Ω±∞ x ±,µ  ÂU��«  U
öFK� b¹b−�« Í—UOFL�« ·«d×½ô«   

 ÆVłuL�« »dC�«   

≤

≥
 Ω 

±∞

±µ
 Ω 

 µ∞ ≠ ∂∞

±µ
  Ω …b¹b−�« W¹—UOFL�« V�UD�« W
öŽ   

  ÆVłu
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W³łu*« Ÿ ¨ dH
 5Ð Í—UOF*« wFO³D�« vM×M*« X% WŠU�*«

Ÿ∞

        Æ±,±µ Ω Ÿ ¨ ∞ Ω Ÿ sOÐ …—uB×L�«Ë Í—UOFL�« wFO³D�« vM×ML�« X×ð WŠU�L�« błË√     ∫©±®‰U¦�

 µ œuLF�«Ë  ±,± Ω Ÿ nB�« lÞUIð bMŽ l�«u�« œbF�« v�≈ dEMM� ‰Ëb−�« s
 …dýU³
 WŠU�L�« √dI½   

∞,≥∑¥π œbF�« b−M�¨©∞,∞µ Í√®

  ∞,≥∑¥π w¼ WÐuKDL�« WŠU�L�«

        Æ±,≤ Ω Ÿ X×ð WF�«u�«Ë Í—UOFL�« wFO³D�« vM×ML�« X×ð WŠU�L�« błË√     ∫©≤®‰U¦�

©∞ Ω Ÿ X×ð WŠU�L�«® ´ ©±,≤ Ω Ÿ ¨ ∞ Ω Ÿ sOÐ WŠU�L�«® Ω WÐuKDL�« WŠU�L�«   

 ∞,µ ´ ∞,≥∏¥π Ω                

 ∞,∏∏¥π Ω               

±,≤ Ω Ÿ∞



≥∏

        Æ∞,∑µ≠  Ω Ÿ X×ð WF�«u�«Ë Í—UOFL�« wFO³D�« vM×ML�« X×ð WŠU�L�« błË√     ∫©≥®‰U¦�

         ∞,∑µ Ω Ÿ ‚u� WŠU�L�« ÍËU�ð  ∞,∑µ≠ Ω Ÿ X×ð WŠU�L�« 

 Æ—ËU−L�« qJA�« kŠô 

©∞,∑µ= Ÿ ¨  ∞ Ω Ÿ  sOÐ WŠU�L�«®  ≠ ∞,µ  Ω ©∞,∑µ Ω Ÿ® ‚u� WŠU�L�« 

 ∞,≤∑≥¥  ≠ ∞,µ Ω      

∞,≤≤∂∂ Ω      

   ∞,≤≤∂∂ w¼ ©∞,∑µ≠ Ω Ÿ® X×ð WŠU�L�«  Ê–≈ 

∞,∑µ ∞∞,∑µ≠ Ÿ

 ø∞,∂µ w¼ UN²×ð WF�«u�« Í—UOFL�« wFO³D�« vM×ML�« WŠU�
 ÊuJð w²�« Ÿ W¹—UOFL�« W
öF�« w¼ U
     ∫©¥®‰U¦�
         Ÿ

ø Ω Ÿ∞

sOÐ WŠU�L�« ÊuJðË ¨W³łu
 Ÿ Ê–≈ ∞,µ s
 d³�√ ∞,∂µ WŠU�L�« Ê√ ULÐ 

 ∞,±µ Ω ∞,µ ≠ ∞,∂µ w¼ W³łuL�« Ÿ  Ë ©∞ Ω Ÿ® 

∞,±µ œbF�« sŽ Y×³½Ë ‰Ëb−�« w�  UŠU�L�« v�≈ dEM½

  ∞,±µ±∑   ¨   ∞,±¥∏∞  s¹œbF�« b−M�  tO�≈ œbŽ »d�√  Ë√  

 ÁbMŽ ÊUFÞUI²¹ s¹c�«  œuLF�«Ë nB�« v�≈ dEM½Ë u¼ Á—U²�½ UM½S� ∞,±µ œbF�« v�≈ »d�√ ∞,±µ±∑ œbF�« Ê√ ULÐË

  Æ∞,≥π Í√  ∞,∞π ´ ∞,≥ ∫ WÐuKDL�« Ÿ ÊuJ²� π œuLF�«Ë ∞,≥ nB�« b−M�

  ÆÎU³¹dIð ∞,≥π w¼ ∞,∂µ UN²×ð WŠU�L�« ÊuJð w²�« Ÿ WLO�        

∫błË√ ±∞ Ω Í—UOF
 ·«d×½«Ë ∂µ Ω wÐU�Š jÝuÐ wFO³D�« l¹“u²�« s
 W³¹d� ÂUŽ ÊU×²
« ZzU²½ X½U�  ∫©µ®‰U¦�
Æ∂µ sŽ qIð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ √      

Æµ∞ sŽ qIð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ »    

Æ∑∞ sŽ b¹eð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KDK� W¹u¾L�« W³�M�« ?ł    

∂µ jÝu�«

∞ Ω Ÿ       

 w¼ ∂µ sŽ qIð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ √

•µ∞ Í√ ¨ ∞٫µ∞ ÍËU�ðË ¨qJA�« w� WKKEL�« WŠU�L�«       

Æ©W�U��« W�U×�« Ác¼ w� ‰Ë«b−�« ‰ULF²Ýô …—Ëd{ ô ®       



≥π

 µ∞ sŽ qIð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ »  

 WŠU�L�« Ác¼ œU−¹ôË qJA�« w� WKKEL�« WŠU�L�« ÍËU�ð                       

ÆW¹—UOF
 W
öŽ v�≈ µ∞ ÂU��« W
öF�« ‰u×½                       

±,µ≠ Ω 
±µ ≠

±∞
  Ω  

∂µ ≠ µ∞ 

±∞
   Ω   

 ≠” 
   ΩŸ                        

 qŁUL²�UÐ UN� W¹ËU�L�« WŠU�L�« b−½ UM½S� W³�UÝ Ÿ YOŠË              

∫qÐUIL�« qJA�« s
              

©±,µ Ω Ÿ® ‚u� WŠU�L�« Ω ©±,µ≠ Ω Ÿ® X×ð WŠU�L�«               

©±,µ Ω Ÿ® ÓË jÝu�« sOÐ WŠU�L�«  ≠ ∞,µ Ω                      

∞,¥≥≥≤ ≠ ∞,µ Ω                          

∞,∞∂∂∏ Ω                             

•∂,∂∏ Í√ ¨  ∞,∞∂∂∏ w¼ µ∞ s
 q�√ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ Ê√ Í√

∑∞ sŽ b¹eð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ ?ł  

ÆqJA�« w� WKKEL�« WŠU�L�« W³�½ ÍËU�ð                       

  ∫W¹—UOF
 W
öŽ v�≈ ∑∞ ÂU��« W
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∞ Ω Ÿ 

µ∞ 

±,µ ≠

±,µ ±,µ≠ ∞

∂µ
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∑∞ 
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∞,µ Ω 

µ

±∞
  Ω  

∂µ ≠ ∑∞ 

±∞
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 Ω Ÿ 

    

©∞,µΩŸ® Ë jÝu�« sOÐ WŠU�L�« ≠ ∞,µ Ω WKKEL�« WŠU�L�« 

∞,±π±µ ≠ ∞,µ Ω                 

∞,≥∞∏µ Ω                 

∞,≥∞∏µ w¼ ∑∞ sŽ b¹eð  U
öŽ vKŽ «uKBŠ s¹c�« W³KD�« W³�½ Ê√ Í√ 

  •≥∞,∏µ Ω •±∞∞ x ∞,≥∞∏µ Ω W¹u¾L�« W³�M�« 



¥∞

ÍËU�¹ Ê«“Ëú� Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë rG�∂µ ÍËU�¹ h�ý ±∞∞∞ Ê«“Ë_ wÐU�×�« jÝu�«  ∫©∂®‰U¦�
sOÐ  rN½«“Ë√ lIð s¹c�« ’U�ý_« W³�½ w¼ UL� ¨wFO³D�« l¹“u²�« l³²ð Ê«“Ë_« X½U� «–≈ ÆrG�±∞   

ø’U�ý_« ¡ôR¼ œbŽ U
Ë ørG�∏µ ¨ rG�∂µ   

ÆqJA�« w� WKKEL�« WŠU�L�« W³�½ Ω rG�∏µ ¨ rG�∂µ  sOÐ lIð rN½«“Ë√ s¹c�« ’U�ý_« W³�½   

∫W¹—UOF
 W
öŽ v�≈ ∏µ ÂU��« WLOI�« ‰u×½   

≤ Ω 
≤∞

±∞
  Ω  

∂µ  ≠ ∏µ 

±∞
   Ω   

 ≠” 
  Ω Ÿ   

©»U²J�« W¹UN½ w� ‰Ëb−�« s
®        ∞,¥∑∑≤ Ω WŠU�L�« W³�½   

•¥∑,∑≤  Ω ∞,¥∑∑≤ Ω ’U�ý_« W³�½ Ê√ Í√   

 W³�M�« x wKJ�« œbF�« Ω ’U�ý_« œbŽ   

 ∞,¥∑∑≤ x ±∞∞∞ Ω      

¥∑∑,≤ Ω      

  Æ ÎU³¹dIð ÎUB�ý ¥∑∑ Ω      

∂µ

∞  

∏µ 

≤    

  Í—UOF
 ·«d×½UÐ WŽUÝ ±≥∞∞ u¼ l½UBL�« bŠ√ UN−²M¹ w²�« WOzUÐdNJ�« `OÐUBL�« —ULŽ_ wÐU�×�« jÝu�«    ∫©∑®‰U¦�
¨ ÎUOz«uAŽ `OÐUBL�« bŠ√ dO²š«ËÆwFO³D�« l¹“u²�« l³²ð —ULŽ_« Ác¼ X½U� «–S� ÆWŽUÝ≤∞∞ Á—«bI
                 

øWŽUÝ ±∏∞∞ s
 ‰uÞ√ …bL� ÎU×�U� vI³¹ Ê√ ‰UL²Š« UL�       

     

ÆqJA�« w� WKKEL�« WŠU�L�« W³�½ Ω WŽUÝ±∏∞∞ sŽ b¹eð …bL� ÎU×�U� ÕU³BL�« vI³¹ Ê√ ‰UL²Š«     

∫W¹—UOF
 W
öŽ v�« ±∏∞∞ œbF�« ‰u×½     

≤,µ Ω 
µ∞∞

≤∞∞
  Ω  

±≥∞∞ ≠ ±∏∞∞ 

≤∞∞
   Ω   

 ≠” 
   ΩŸ         

≤,µ Ω Ÿ  ÓË  jÝu�« sOÐ WŠU�L�«  ≠  ∞,µ Ω ©≤,µ Ω Ÿ® ‚u� WŠU�L�«          

∞,¥π≥∏ ≠∞,µ Ω      

∞,∞∞∂≤ Ω      

  ∞,∞∞∂≤ Ω »uKDL�« ‰UL²Šô«               

±∏∞∞

≤,µ   

±≥∞∞ 

∞        



¥±

Æ©»U²J�« W¹UN½ w� Í—UOFL�« wFO³D�« vM×ML�« X×ð WŠU�L�« ‰Ëbł Âb�²Ý«®

∫WOðü«  ôU×�« s
 Ìq� w� Í—UOFL�« wFO³D�« vM×ML�« X×ð WŠU�L�« błË√ ±

©±,≤¥ Ω Ÿ® X×ð WF�«u�« √   

©±,∞∑ Ω Ÿ® ‚u� WF�«u�« »   

©±,µ Ω Ÿ® ÓË ©≤≠ Ω Ÿ® sOÐ WF�«u�« ?ł   

øWOðü«  ôU×�« s
 q� w� ©Ÿ® W¹—UOFL�« W
öF�« w¼ U
 ≤

∞,∏µ w¼  Ÿ  X×ð WŠU�L�« √   

∞,∞≤≤∏  w¼  Ÿ    ‚u� WŠU�L�« »   

∞,∂  w¼  Ÿ  ¨  Ÿ≠  sOÐ WŠU�L�« ?ł   

 Í—UOF
 ·«d×½«Ë rž≤∞∞ ÍËU�¹ wÐU�Š jÝuÐ wFO³Þ qJAÐ ÎU³¹dIð Ÿ“u²¹ e³�
 t−²M¹ Íc�« e³��« nOž— Ê“Ë ≥

Ærž±∞ ÍËU�¹          

ørž≤±µ sŽ UN½“Ë qI¹Ë lMBL�« UN−²M¹ w²�« WHž—_« W³�½ U
 √   

ørž±π∂ sŽ UN½“Ë qI¹ôË lMBL�« UN−²M¹ w²�« WHž—_« W³�½ U
 »   

  ∑≤ ÍËU�¹ wÐU�Š jÝuÐ wFO³D�« l¹“u²�« ÎU³¹dIð l³²ð  UO{U¹d�« —U³²š« w� ·uHB�« bŠ√ W³KÞ  U
öŽ X½U� «–≈ ¥

π Ω Í—UOF
 ·«d×½«Ë    

øsO×łUM�« W³KDK� W¹u¾L�« W³�M�« UL� ∂∞Ω—U³²šô« w� ÕU−M�« W
öŽ X½U� «–≈ √   

øπ∞ s
 d³�√ t²
öŽ ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« UL� ÎUOz«uAŽ W³KD�« bŠ√ dO²š« «–≈ »   

ø…ezUł ‰UMO� V�UÞ UNOKŽ qB×¹ W
öŽ q�√ UL� t¹d¹bIð ez«uł W³KD�« s
 •±∞ qC�√ ¡UDŽ≈ —dIð «–≈ ?ł   

ÆrÝ±∞ Í—UOF
 ·«d×½«Ë rÝ±∂µ ÍËU�¹ wÐU�Š jÝuÐ wFO³D�« l¹“u²�« l³²ð W³KD�« s
 WŽuL−
 ‰«uÞ√ X½U� «–≈ µ

ørÝ±∏∞ ¨ rÝ±µ∞ sOÐ rN�«uÞ√ dB×Mð Íc�« W³KD�« W³�½ U
 √   

øV�UÞµ∞∞∞ u¼ t³KDK� wKJ�« ŸuL−L�« ÊU� «–≈ W³KD�« ¡ôR¼ œbŽ U
 »   

øt²×ð W³KD�« s
 •∏≤,≥∏ lI¹ Í c�« ‰uD�« u¼ U
 ?ł   

©≤ ≠ ≤® qzU?��Ë s¹—U9



¥≤

tMO½«u�Ë ‰UL²Šô« ÂuNH� ∫WFł«d�  ≥≠≤
Æ WOz«uAF�« »—U−²�« vL�¹ U
 ÎUÝUÝ√  ôUL²Šô« W¹dE½ ‰ËUM²ð

 WŽuL−
 b¹b×ð lOD²�½ UMMJ�Ë ¨UNz«dł≈ q³� UN²−O²½ b¹b×ð lOD²�½ ô w²�« WÐd−²�« w¼ ∫WOz«uAF�« WÐd−²�«

 WOzeł WŽuL−
 q� vL�ðË ¨© ® WÐd−²K� wMOF�« ⁄«dH�«  WŽuL−L�« Ác¼ vL�ð ÆWÐd−²K� WMJLL�« ZzU²M�« lOLł

Æ©Õ® ÎUŁœUŠ wMOF�« ⁄«dH�« s


 sOOF²� Æ©Õ®‰ ÀœU×�« ‰UL²Š« vL�¹Ë ÀœU×�« «c¼ Ÿu�Ë W�d� Ë√ WO½UJ
≈ sŽ d³F¹ œbŽ ÀœUŠ qJÐ j³ðd¹ 

 ÀœU×�« Ÿu�Ë  «d
  œbŽ sOÐ W³�M�« Í√ ¨ÀœU×K� w³�M�« —«dJ²�« vL�¹ U
 v�≈ ÎUOKLŽ ¡u−K�« sJL¹ ¨‰UL²Šô« «c¼

 —«dJ²�« tM
 »d²I¹ Íc�« œbF�« vL�¹Ë  ÆÀœU×K� w³¹d−²�« ‰UL²Šô« vŽb¹ U
 «c¼Ë WÐd−²�« ¡«dł≈  «d
 œbŽË

ÆÀœU×�« ‰UL²Š« vL�¹ Î«bł …dO³� …œU¹“ WÐd−²�« ¡«dł≈  «d
 …œU¹“ bMŽ ÀœU×K� w³¹d−²�« ‰UL²Šô« Ë√ w³�M�«

 ⁄«dH�« wL�½ UM½S�  ¨Ÿu�u�« w� UN�H½ W�dH�« wMOF�« ⁄«dH�« d�UMŽ lOL−� UNO� ÊuJ¹ w²�« W�U��« W�U×�« w� 

 
 ÀœU×�« d�UMŽ œbŽ

 d�UMŽ œbŽ

 
 Ω ©Õ®‰  ÎU¹dE½ ÎôUL²Š« czbMŽ ÀœU×K� sOF½Ë ÎULE²M
 ÎUOMOŽ ÎUž«d� wMOF�«

∫ ôUL²Šô« 5½«u�
©∞ Ω ©  ®‰®                   ∞ Ω qO×²�L�« ÀœU×�« ‰UL²Š«  ±

©± Ω ©  ®‰®                 ± Ω b�RL�« ÀœU×�« ‰UL²Š«  ≤

©±   ©Õ®‰   ∞®      ± ¨ ∞ sOÐ dB×M¹ Õ ÀœUŠ Í√ ‰UL²Š«  ≥

w½U¦�« ‰UL²Š« ´ ‰Ë_« ‰UL²Š« Ω sOKBHM
 sOŁœUŠ œU×ð« ‰UL²Š«  ¥

 ©≤
Õ®‰ ´ ©±

Õ®‰ Ω ©≤
Õ  ±

Õ®‰ ÊS�   Ω ≤
Õ   

 ±
Õ ÊU� «–≈ t½√ Í√   

ÆsOŁœU×�« lÞUIð ‰UL²Š« ≠ w½U¦�« ‰UL²Š« ´ ‰Ë_« ‰UL²Š« ΩsOŁœUŠ Í√ œU×ð« ‰UL²Š«  µ

©≤
Õ   

 ±
Õ®‰ ≠ ©≤

Õ®‰ ´ ©±
Õ®‰ Ω ©≤

Õ  ±
Õ®‰  Ê√ Í√    

± Ω ÀœU×�« p�– WLL²
 ‰UL²Š« ´ ÀœUŠ ‰UL²Š« ∂

± Ω ©Õ®‰ ´ ©Õ®‰  Ê√ Í√  



¥≥

ŸuL−L�«≤≥¥µ∂∑∏π±∞±±±≤

—«dJ²�«∞µ∏∑µ∑∂≤∂¥∞

ÆsO¹uKF�« sONłu�« vKŽ s¹œbF�« ŸuL−
 WEŠö
Ë sOLE²M
 œd½ Íd−Š ¡UI�≈ s
 WÐd−ð ÊuJ²ð    ∫©±® ‰U¦�
∫WOðü« ZzU²M�« q−ÝË …d
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Æ©»® s
Ë ÎU×�U� ÊuJ¹ Ê√  Ë√   ©√® s
Ë ÎU×�U� ÊuJ¹ Ê√ U
≈ sO²KBHM
 sO²I¹dDÐ r²¹ Ê√ sJL¹ Õ Ÿu�Ë ÊS�   

©»® s
Ë ÎU×�U� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š«  ´ ©√® s
Ë ÎU×�U� ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š«  Ω ÎU×�U� ÕU³BL�« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« Ê√ Í√   

©
≤
Õ  Õ® ‰  ´  ©

±
Õ  Õ® ‰  Ω ©Õ®‰   

©
≤
ÕØÕ® ‰ x ©

≤
Õ®‰ ´ ©

±
ÕØÕ® ‰ x ©

±
Õ®‰ Ω         

∞,∏ x ∞,µ ´ ∞,∑ x ∞,µ Ω               

                             ∞,∑µ Ω ∞,¥∞ ´ ∞,≥µ Ω         

Partition Theory    Wze−²�« W¹dE½  µ≠≤



µ∞

√

WO³¼–

WOC�

?ł

»

WO³¼–

WOC�

WO³¼–

WOC�

±

≥

±

≥

±

≥

∑

±∞

≥

±∞

¥

±∞

∂

±∞

≥

±µ

±≤

±µ

¥ ©»® w½U¦�« w� błu¹Ë WOC� ≥ ¨WO³¼–  UŽUÝ∑ © √® ‰Ë_« w� błu¹ WKŁUL²
 o¹œUM� WŁöŁ     ∫©≤® ‰U¦�
ÆWOC� WŽUÝ ±≤ ¨WO³¼–  UŽUÝ ≥ ©?ł® Y�U¦�« w� błu¹Ë WOC� ∂ ¨WO³¼–   UŽUÝ      

øWO³¼– WŽU��« Ác¼ ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U
 ¨…bŠ«Ë  WŽUÝ tM
 X³×Ý rŁ Î̈UOz«uAŽ ‚ËbM� dO²š«      

   

Æ√ ‚ËbMB�« —UO²š« ÀœUŠ ∫
±
Õ     ∫Ê√ ÷d� vKŽ

Æ» ‚ËbMB�« —UO²š« ÀœUŠ ∫
≤
Õ      

Æ?ł ‚ËbMB�« —UO²š« ÀœUŠ ∫
≥
Õ      

ÆWO³¼– WŽUÝ—UO²š« ÀœUŠ ∫ Õ       

©
≥
ÕØÕ®‰ x ©

≥
Õ® ‰ ´ ©

≤
ÕØÕ®‰ x ©

≤
Õ®‰ ´ ©

±
ÕØÕ® ‰ x ©

±
Õ®‰ Ω ©Õ®‰ ÊS�   

 
≥

±µ
 x 

±

≥
 ´ 

¥

±∞
  x 

±

≥
 ´ 

∑

±∞
 x 

±

≥
 Ω               

 
±

±µ
 ´ 

¥

≥∞
 ´  

∑

≥∞
 Ω               

          
±≥

≥∞
 Ω 

≤ ´ ¥ ´ ∑

≥∞
 Ω  

             

©√® s
 WO³¼–

©»® s
 WO³¼–

©?ł® s
 WO³¼–



µ±

∫WOðü« W¹dEM�« ÊU×{u¹ ÊUIÐU��« ÊôU¦L�«

∫Wze−²�« W¹dE½
∫Ê√ Í√ WK
UýË  ©…bŽU³²
® WKBHM
 Àœ«uŠ 

 Ê
Õ¨ ÆÆÆ ¨ 

≤
Õ ¨ 

±
Õ X½U� «–≈

  …—u�cL�« Àœ«u×�« bŠ√ l
 lI¹ Ê√ sJL¹ ÀœUŠ Í√ Õ ÊU�Ë ¨  Ω sOŁœUŠ Í√ lÞUIðË   ̈  Ω 
Ê
Õ 

 
ÆÆÆ 

 ≤
Õ

  ±
Õ

©Ê
 ÕØÕ®‰  x ©Ê

 Õ®‰ ´ ÆÆÆÆ ´ ©≤
ÕØÕ®‰ x ©≤

Õ®‰ ´ ©±
ÕØÕ®‰ x ©±

Õ®‰ Ω ©Õ®‰ ∫ ÊS�

±
Õ

≤
Õ

≥
Õ

Ê
Õ

Õ

 Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ  Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ  Æ Æ

 . µ v�≈ ± s
 tL�d
  U�UDÐ µ Íu×¹ ©»® dš¬ ‚ËbM�Ë π v�≈ ± s
 WL�d
  U�UDÐ π Íu×¹ ©√® ‚ËbM� ±

  WÐu×�L�« W�UD³�«  vKŽ œbF�« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« U
 .…bŠ«Ë W�UDÐ tM
 X³×Ý rŁ ÎUOz«uAŽ sO�ËbMB�«  bŠ√  dO²š« 

øÎUOłË“ Î«œbŽ  

s
 •∏∞ ÊuJðË »uÝU×�« vKŽ V²JL�«  UÐUDš s
 •∑∞WŽU³DÐ v�Ë_« WHþuL�« ÂuIð ÆV²J
 w� ÊU²Hþu
 ≤

Æ¡UDš√ ÊËœ UNðUÐUDš s
 •π∞ ÊuJðË  UÐUD��« w�UÐ WŽU³DÐ WO½U¦�« ÂuIðË ¨¡UDš√ ÊËœ UNðUÐUDš  

ø¡UDš√ ÊËœ ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« UL�¨ ÎUOz«uAŽ  UÐUD��« bŠ√ dO²š«  

¡UCOÐ ± ¨¡«dLŠ ≤ vKŽ ©»® Íu²×¹Ë ¡UCOÐ µ ¨¡«dLŠ  «d� ≥ vKŽ ©√® Íu²×¹ ?ł ¨ » ¨ √ o¹œUM� WŁöŁ ≥

Æ …bŠ«Ë …d� tM
 X³×Ý rŁ ÎUOz«uAŽ o¹œUMB�« bŠ√ dO²š√  Æ¡UCOÐ ≥ ¨¡«dLŠ ≤ vKŽ ©?ł®  Íu²×¹Ë   

ø¡«dLŠ…dJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U
 

 ÎôË√  vIKð Æ¡UCOÐ µ ¨¡«dLŠ  «d� ≥ ©»® w½U¦�« w�Ë ¡UCOÐ ≥ ¨¡«dLŠ  «d�µ ©√® ‰Ë_« w� » ¨ √ ÊU�ËbM� ¥

¨WÐU²�  dNþ «–≈Ë ¨©√® ‚ËbMB�« s
 …bŠ«Ë …d� V×�ð …—u�  dNþ «–U� …bŠ«Ë …d
 WLE²M
 bI½ WFD�  

ø¡«dLŠ WÐu×�L�« …dJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U
 ¨©»® ‚ËbMB�« s
  …bŠ«Ë …d� V×�ð  

©µ ≠ ≤® qzU?��Ë s¹—U9

  Ê
Õ  ̈ÆÆÆ  ̈

≤
Õ ̈  

±
Õ Àœ«u×�« `{u¹ —ËU−L�« qJA�«

 l
 lI¹ Íc�« Õ ÀœU×�«Ë ¨wMOF�« ⁄«dHK� WK
UA�«Ë WKBHML�«

Æ…—u�cL�« Àœ«u×�« s
 d¦�√ Ë√ bŠ«Ë

 ∫Ê√ kŠô

 ©Ê
Õ  Õ®  ÆÆÆ  

 
 ©≤

Õ  Õ®
   

©±
Õ  Õ®  Ω Õ

©Ê
 ÕØÕ®‰  x ©Ê

 Õ®‰ ´ ÆÆÆÆ ´ ©≤
ÕØÕ®‰ x ©≤

Õ®‰ ´ ©±
ÕØÕ®‰ x ©±

Õ®‰  Ω ©Õ®‰ 



µ≤

Æ©
≤
ÕØ

±
Õ®‰ Ω ©

±
Õ®‰  ∫Ê√ Í√ ¨

≤
Õ dš¬ ÀœUŠ ©Ÿu�Ë ÂbŽ Ë√® Ÿu�uÐ dŁQ²¹ ô 

±
Õ ÎUŁœUŠ b−½ b�

©
≤
Õ®‰ x ©

≤
ÕØ

±
Õ®‰ Ω  ©

≤
Õ 

 ±
Õ®‰ ∫Ê≈ YOŠË 

≤
Õ sŽ qI²�
 ÀœUŠ 

±
Õ Ê≈ ‰uI½ W�U×�« Ác¼ w�

 ©
≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ Ω ©

≤
Õ 

 ±
Õ®‰ ∫ÊS�

Æ∞,∑ u¼ ·bN�« ‰ULł VOB¹ Ê√ ‰UL²Š«Ë ∞,∏ u¼ ÎU�b¼ bLŠ√ VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« ÊU� «–≈   ∫©±®‰U¦�
∫błË√ Æ·bN�« u×½ …bŠ«Ë …d
 ‰ULłË bLŠ√ s
 q� » ]u�    

ÆÎUF
 ·bN�« ‰ULłË bLŠ√ VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« √      

Æ·bN�« »UBÔ¹ Ê√ ‰UL²Š« »      

Æå·bN�« bLŠ√ VOB¹ Ê√ò ÀœU×K� 
±
Õ  e
d�UÐ U½e
— «–≈    

Æå·bN�« ‰ULł VOB¹ Ê√ ò ∫ÀœU×� 
≤
Õ e
d�UÐË   

∫ÊS� tOKŽË ÊöI²�
 ÊUŁœUŠ 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊS�   

©
≤
Õ

   ±
Õ®‰ Ω ÎUF
 ·bN�« ‰ULłË bLŠ√ VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« √    

∞,∑ x ∞,∏ Ω ©
≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ Ω       

∞,µ∂ Ω            

 ·bN�« ‰ULł Ë√ bLŠ√ VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« Ω·bN�« »UB¹ Ê√ ‰UL²Š« »    

©
≤
Õ

   ±
Õ®‰ Ω                   

©
≤
Õ  

±
Õ® ‰ ≠ ©

≤
Õ® ‰ ´ ©

±
Õ®‰ Ω                   

∞,µ∂ ≠ ∞,∑ ´∞,∏Ω                   

           ∞,π¥Ω                   

Independent Events    WKI²�*« Àœ«u(«  ∂≠≤

∫n¹dFð 

  
≤
Õ® ‰ Ω ©

±
ÕØ

≤
Õ®‰ ¨©

±
Õ®‰ Ω ©

≤
ÕØ

±
Õ®‰ ÊU� «–≈ ÊöI²�
 ÊUŁœUŠ 

≤
Õ ¨ 

±
Õ                 

Æ©
≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ Ω ©

≤
Õ 

 
±
Õ®‰ ÊS� sOKI²�
 sOŁœUŠ 

≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊU� «–≈ ∫W−O²½



µ≥

∫sO²Oðü« sO²�U×�« s
 q� w� ©
≤
Õ®‰   błËQ�  ¨ ∞,∑µΩ©

≤
Õ  ±

Õ®‰  ¨ ∞,µ Ω©
±
Õ®‰ ÊU� «–≈     ∫©≤®‰U¦�

ÆsOKI²�
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊU� «–≈ √       

©s¹bŽU³²
® sOKBHM
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊU� «–≈ »       

∫ÊS� sOKI²�
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊU� «–≈   √  

©
≤
Õ  

±
Õ®‰ ≠ ©

≤
Õ®‰ ´ ©

±
Õ®‰ Ω ©

≤
Õ  

±
Õ®‰    

©
≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ ≠ ©

≤
Õ®‰ ´ ©

±
Õ®‰ Ω              

”  x ∞,µ ≠ ” ´ ∞,µ  Ω ∞,∑µ                 

”∞,µ ´ ∞,µ Ω ∞,∑µ                 

”∞,µ Ω ∞,≤µ  

∞,µ Ω 
±
 

   ≤
 Ω ≤µ 

 

 µ∞
  Ω

 ∞,≤µ
  

 ∞,µ 
  Ω  ”                           

∫ÊS� sOKBHM
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊU� «–≈  »  

©
≤
Õ®‰ ´ ©

±
Õ® ‰ Ω  ©

≤
Õ  

±
Õ® ‰    

’ ´ ∞,µ Ω      ∞,∑µ                    

          ∞,≤µ   Ω        ’                

∞ Ω©
≤
Õ  ±

Õ®‰ ∫Ê√ Í√  ÎUF
 ULNŽu�Ë ÂbŽ wMF¹ 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ‰UBH½U� ULN�öI²Ý«Ë sOŁœUŠ ‰UBH½« sOÐ ‚d� „UM¼   √  

Æ©
≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ Ω ©

≤
Õ  ±

Õ®‰ Ê√ Ë√dšü« Ÿu�uÐ UL¼bŠ√ dŁQð ÂbŽ wMF¹ 
≤
Õ ¨

±
Õ ‰öI²Ý« ULMOÐ          

Íœd� œbŽ —uNþ ÀœUŠ Ω
≤
Õ ¨włË“ œbŽ —uNþ ÀœUŠ Ω

±
Õ  ÊU�Ë …bŠ«Ë …d
  rE²M
 œd½ d−Š ¡UI�≈ bMŽ Îö¦L� 

 Î«œbŽ d−×�« w
— W−O²½ ÊuJð Ê√ sJL¹ ô –≈ ÊöBHM
 ÊUŁœUŠ 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊS�

  µ ¨ ≥ ¨ ±  Ω 
≤
Õ  ¨  ∂ ¨ ¥ ¨ ≤  Ω

±
Õ Ê_ Ë√ X�u�« fH½ w� ÎU¹œd�Ë ÎUOłË“

ÆÊöBHM
 ULN�   ∞ Ω
  
©≤

Õ  
±
Õ®‰   Ê√ `{«u�« s
Ë

ø©
≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ Ω ©

≤
Õ  

±
Õ ®‰ q¼    ø ÊöI²�
 

≤
Õ ¨ 

±
Õ q¼

dH� Ω © ®‰ Ω ©
≤
Õ  

±
Õ®‰

±

¥
 Ω ©

≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰  Ê√ Í√  ¨    

±

≤
 Ω ©

≤
Õ®‰  ¨  

±

≤
 Ω ©

±
Õ®‰

ÆsOKI²�
 dOž  
≤
Õ  ¨ 

±
Õ  ∫Ê√ Í√     ©

≤
Õ®‰ x ©

±
Õ® ‰  ©

≤
Õ   

±
Õ®‰ qF−¹ UL


±
Õ≤

Õ

ÊöBHM
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ

    ∫  U?EŠö� 



µ¥

∫ÎUC¹√ WKI²�
 WOðü« Àœ«u×�« Ã«Ë“√ s
 Îö� Ê√ vKŽ tM¼d³�« sJLO� sOKI²�
 sOŁœUŠ 
≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊU� «–≈  »  

≤
Õ ¨ 

±
Õ ©≥®  

≤
Õ ¨ 

±
Õ ©≤®   

≤
Õ ¨ 

±
 Õ ©±®     

∞,≥ Ω ©
≤
ÕØ

±
Õ® ‰   ¨   ∞,¥ Ω ©

≤
Õ®‰   ¨   ∞,µ Ω ©

±
Õ®‰ YO×Ð   

≤
Õ ¨ 

±
Õ ÊUŁœUŠ ±

øÊöI²�
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ q¼  √   

©
≤
Õ   

±
Õ®‰  błË√  »   

∫błË√ Æ 
±
 

   ≥
  Ω ©

≤
Õ  

±
Õ®‰ ¨ 

≤
 

   ≥
 Ω ©

≤
Õ Ø

 ±
Õ®‰ YO×Ð ÊöI²�
 ÊUŁœUŠ 

≤
Õ ¨ 

±
Õ ≤

©
≤
Õ® ‰  √   

©
±
Õ® ‰  »   

 ∫s²Oðü« sO²�U×�« s
 Òq� w� ©
≤
Õ®‰ błËQ� 

≥
 

   ¥
 Ω©

≤
Õ   ±

Õ® ‰ ¨ 
±
 

   ≥
 Ω©

±
Õ® ‰  ÊU� «–≈ ≥

ÊöBHM
 ÊUŁœUŠ 
≤
Õ ¨ 

±
Õ √   

ÆÊöI²�
 ÊUŁœUŠ 
≤
Õ ¨ 

±
Õ »   

  ÆŸUł—ù« l
 Èdš_« ¡«—Ë …bŠ«u�« ÊUðd� X³×Ý Æ¡UCOÐ  «d� ∂ ¨¡«dLŠ  «d� π tÐ ‚ËbM�    ∫©≤® ‰U¦�
Æs¹Ë«dLŠ ÊUðdJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« błË√         

Æå¡«dLŠ v�Ë_« …dJ�« ò ∫ÀœUŠ
 ±

Õ sJO�

Æå¡«dLŠ WO½U¦�« …dJ�« ò ∫ÀœUŠ
 ≤

Õ    

©
≤
Õ  

±
Õ®‰ Ω s¹Ë«dLŠ ÊUðdJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š«

ÊöI²�
 
≤
Õ ¨ 

±
Õ Ê_   ©

≤
Õ®‰ x ©

±
Õ®‰ Ω           

    
π
 

   ≤µ
 Ω 

π
 

   ±µ
 x 

π
 

   ±µ
 Ω           

 …dL�« w� V×��« W−O²½ dŁQ²ð v�Ë_« W�U×�« wH� ŸUł—ù« l
 V×��«Ë ŸUł—≈ ÊËœ V×��« sOÐ ‚dH�« kŠô

 dOŁQ²�« «c¼ q¦
 ÊuJ¹ ô ŸUł—ù« l
 V×��« W�UŠ w� Í√ WO½U¦�« W�U×�« w� ULMOÐ v�Ë_« …dL�« w� V×��« W−O²MÐ WO½U¦�«

Æv�Ë_« …dL�« w� ÊU� UL� ‚ËbMB�« œuFO� ‚ËbMB�« v�≈ …dJ�« …œUŽ≈ V³�Ð

©∂ ≠ ≤® qzU?��Ë s¹—U9



µµ

øÀö¦�« lDI�« s
 q� vKŽ …—u� vKŽ ‰uB×�« ‰UL²Š« U
 Æ…bŠ«Ë …d
 WLE²M
 bI½ lD� ≥ XOI�√ ¥

∫błË√ ÆWO�U²²
  «d
 ≥ ·bN�« vKŽ h�A�« Ác¼ » Òu� Æ ∞,∂ u¼ ÎU�b¼ h�ý VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« µ

ÆÀö¦�«  «dL�« w� ·bN�« h�A�« VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« √   

ÆW¦�U¦�« …dL�« w� t³OB¹ ôË sOðd
 ‰Ë√ w� ·bN�« h�A�« VOB¹ Ê√ ‰UL²Š« »   

¨Ê«Ë«dLŠ ÊUðd�Ë ¡UCOÐ  «d� ∂ tO� ©»® ‚ËbM�Ë ¨¡UCOÐ  «d� ≥ ¨¡«dLŠ  «d� µ tO� © √® ‚ËbM� ∂

øt�H½ ÊuK�« s
 ÊUðdJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« U
 ¨‚ËbM� q� s
 ÎUOz«uAŽ …bŠ«Ë …d� X³×Ý  

ÆŸUł—ù« l
 Èdš_« ¡«—Ë …bŠ«u�«  «d� ≥ X³×Ý Æ¡UCOÐ  «d�¥ ¨¡«œuÝ  «d� ∂ ¨¡«dLŠ  «d� ±∞ tÐ ‚ËbM� ∑

 ∫błË√    
Æ¡«dLŠ Àö¦�«  «dJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« √   

Æs¹Ë«œuÝ W¦�U¦�«Ë WO½U¦�«Ë ¡«dLŠ v�Ë_« …dJ�« ÊuJð Ê√ ‰UL²Š« »   



µ∂

Æ±∞ ÍËU�¹ Í—UOF
 ·«d×½«Ë ∂π ÍËU�¹ wÐU�Š jÝuÐ ÎUOFO³Þ ÎUF¹“uð WŽ“u
 ÂUŽ ÊU×²
« w� V�UÞ ∏∞∞ ZzU²½ X½U� «–≈ ±

ø∑µΩÊU×²
ô« w� t²
öŽ V�UD� W¹—UOFL�« W
öF�« U
 √   

ø≤Ω W¹—UOFL�« t²
öŽ V�UD� ÂU��« W
öF�« U
 »   

øjÝu�« sŽ µ¥ W
öF�« U¼bF³ð w²�« W¹—UOFL�«  U�«d×½ô« œbŽ U
 ?ł   

øÍ—UOF
 ·«d×½« ±,≤ —«bILÐ jÝu�« ÊËœ ·d×Mð w²�« W
öF�« U
 œ   

øsO×łUM�« W³KD�« œbŽ U
Ë øÊU×²
ô« w� ÕU−M�« W³�½ UL� ∂∞ ÍËU�ð ÊU×²
ô« w� ÕU−M�« W
öŽ X½U� «–≈ ?¼   

ø©“U²L
® Ád¹bIð ÊuJO� V�UD�« UNOKŽ qB×¹ W
öŽ q�√ UL� ©“U²L
® d¹bIð »öD�« s
 •¥ s�Š√ wDŽÔ√ «–≈ Ë   

øÊU×²
ö� sO
bI²L�« s
 •±∞ qC�√ sL{ ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« UL� ÎUOz«uAŽ V�UÞ dO²š« «–≈ Í   

  WOKLŽ “U−½ù q
UŽ ≥∞∞∞ r¼œbŽ m�U³�«Ë l½UBL�« bŠ√ ‰ULŽ tłU²×¹ Íc�« s
eK� wÐU�×�« jÝu�« ÊU� «–≈ ≤

∫błËQ� wFO³D�« l¹“u²�« ÎU³¹dIð l³²¹ WOKLF�« “U−½« s
“ l¹“uð ÊU�Ë ozU�œ µ u¼ Í—UOFL�« ·«d×½ô«Ë WIO�œ ∑µ u¼ WMOF
  

ÆWIO�œ ∂µ s
 q�√ w� WOKLF�« ÊËe−M¹ s¹c�« ‰ULF�« W³�½ √   

ÆWIO�œ ∏µ v�≈ ∑µ s
 ÕË«d²¹ X�Ë w� WOKLF�« ÊËe−M¹ s¹c�« ‰ULF�« œbŽ »   

∫wðü« ‰Ëb−�« w� UL� sOŽ“u
  UOKJ�« ÈbŠ≈ w� ÊuK
UF�« ÊuHþuL�« ÊU� «–≈ ≥

∫błË√ . ÎUOz«uAŽ WOKJ�« w� sOHþuL�« bŠ√ dO²š«    
Æv¦½« nþuL�« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« √   

ÆwL¹œU�√Ë v¦½√  nþuL�« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« »   

Æ—u�c�« s
 t½QÐ  ÎULÚK Ž ÎU¹—«œ≈ nþuL�« ÊuJ¹ Ê√ ‰UL²Š« ?ł   
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µ∏

s¹dOG²0Ë dOG²0 v�Ë_« Wł—b�« s�  UM¹U³²*« WFł«d�  ±≠≥
 XLKFð UL� ¨s¹dOG²LÐË bŠ«Ë dOG²LÐ v�Ë_« Wł—b�« s� WM¹U³²L�« qŠË WM¹U³²L�« ÂuNH� oÐUÝ n� w� XLKFð
 rO¼UHL�« ÁcN� WFł«d� wðQ¹ ULO�Ë  ¨s¹dOG²LÐ v�Ë_« Wł—b�« s�  UM¹U³²L�« s� ÂUEM� q×�« WŽuL−� b−ð nO�

Æq×�« ‚dÞË

∫bŠ«Ë dOG²0 WM¹U³²� qŠ ∫ÎôË√

 rO�  W�dFL� Í√ WM¹U³²L�« Ác¼ q×�Ë ¨bŠ«Ë dOG²LÐË v�Ë_« Wł—b�« s� WM¹U³²� w¼ µ´”  ±≠”≥  WM¹U³²L�«
∫WOðü«  «uD��UÐ ÂuI½  ¨W×O×� …—U³Ž WM¹U³²L�« qF−ð w²�« ” dOG²L�«

∫Z²MO� WM¹U³²L�« w�dÞ s� qJ� ©”≠® lL−½  ±

©”≠® ´ µ ´ ”    ©”≠® ´ ± ≠ ”≥             
µ       ± ≠ ”≤                            

∫Z²MO� WM¹U³²L�« w�dD�  ±  lL−½  ≤

± ´ µ      ± ´ ± ≠ ”≤                     
∂      ”≤                                    

∫Z²MO�  ±
≤  œbF�« w� WM¹U³²L�« w�dÞ »dC½  ≥

∂ x ±
≤     ”≤ x ±

≤             
≥      ”                        

 ÍËU�¹ Ë√ ≥ sŽ UNM� q� qI¹ w²�« WOIOI×�« œ«bŽ_« lOLł WŽuL−� w¼ WM¹U³²LK� q×�« WŽuL−� Ê√ wMF¹ «c¼Ë
∫qJA�« w� UL� œ«bŽ_« jš vKŽ WŽuL−L�« Ác¼ qO¦Lð sJL¹Ë ¨≥

∫WOðü« WOÝUÝ_« hzUB��« vKŽ bL²F¹  UM¹U³²L�« qŠ Ê√ kŠô
ÆwIOIŠ œbŽ Í√   ?ł ¨     ?ł ´ »    ?ł ´ √ ÊS� »   √ X½U� «–≈  √  

ÆVłu� wIOIŠ œbŽ   ?ł ¨     ?ł x »    ?ł x √ ÊS� »   √ X½U� «–≈  »  
ÆV�UÝ wIOIŠ œbŽ    ?ł ¨     ?ł x »   ?ł x √ ÊS� »   √ X½U� «–≈  ?ł  

≥ ¥≤±∞≥≠ ≤≠ ±≠



µπ

 UNK¦Lð ≤  ”  WM¹U³²L�« qŠ WŽuL−� ÆsOðbŠË tMŽ bF³¹Ë 
  ≤ Ω ” j��« —U�¹  v�≈ WF�«u�«Ë qJA�« w� WKKEL�« WIDML�«

Î«œuO� lCð ôË ” vKŽ Î«œuO� lCð ≤  ” WM¹U³²L�« Ê√ kŠô 
 ÊS� «c�Ë wIOIŠ œbŽ Í√ ÊuJð Ê√ sJL¹ ’ Ê√ Í√ Æ’ vKŽ 

ÆÆ ÆÆ¨ ©≤¨±≠® ¨ ©±¨∞® ¨ ©∞¨∞® ◊UIM�« qLAð q×�« WŽuL−�
   Æa�«ÆÆÆ¨

s¹dOG²0 WM¹U³²� qŠ ∫ÎUO½UŁ

 WŽuL−� w¼ WM¹U³²L�« qŠ WŽuL−�Ë ¨s¹dOG²LÐ v�Ë_« Wł—b�« s� WM¹U³²� vL�ð ≤  ’ ´ ” WM¹U³²L�«
 ÎUO½UOÐ WM¹U³²L�« Ác¼ q×� ÆÊUOIOIŠ Ê«œbŽ ’¨” YOŠ WM¹U³²L�« oI×ð w²�« ©’ ¨ ”® W³ðdL�« Ã«Ë“_« lOLł

∫WOðü«  «uD��« l³²½
rOI²�L�« j��« vKŽ sO²DI½ sOOF²Ð p�–Ë wð—UJ¹b�« Èu²�L�« w� ≤ Ω ’ ´ ” rOI²�L�« j��« rÝd½  ±

∫‰Ëb−�« w� UL� oI×²K� W¦�UŁ WDI½Ë W�œUFL�« ÊUII×ð       
”∞≤±
’≤∞±

 v�≈ Èu²�L�« r�I¹ ≤ Ω ’ ´ ” rOI²�L�« j��«   ≤

 b¹b×²�Ë ¨WM¹U³²LK� q×�« WŽuL−� q¦Lð UL¼«bŠ≈ sO²IDM�
 © ∞ ¨ ∞® q�_« WDI½ q¦� U� WDI½ Âb�²�½ WIDML�« Ác¼

∞
”

’
≤ Ω ’  ́”

≤  ”  WM¹U³²L�« qŠ WŽuL−� wð—UJ¹b�« Èu²�L�« w� ÎUO½UOÐ q¦�   ∫©≤®‰U¦�

 «œUB�« —u×� Í“«u¹ ÎULOI²�� ÎUDš q¦Lð ≤ Ω ” W�œUFL�«

≤ Ω ”

”

’

≤±∞

±
≤

±≠

 Ê–≈ W¾ÞUš …—U³Ž Ác¼Ë ≤   ∞  Í√   ≤  ∞´∞  ∫b−½ UM½S� WM¹U³²L�« w� ∞ Ω ’  ¨ ∞ Ω ”  UM{uŽ «–S� —U³²š« WDIM�
 UNO� błuð ô w²�« j��« WNł w� w²�« ◊UIM�« lOLł UNK¦Lð q×�« WŽuL−� Ê√ Í√ ¨q×�« WIDML� wL²Mð ô © ∞  ̈∞® WDIM�«

∫q×�« WŽuL−L� wL²Mð w²�« W³ðdL�« Ã«Ë“_« s�Æ©j��« ‚u� WIDML�«® WKKEL�« WIDML�« kŠô Æq�_« WDI½
ÆÆÆ ¨©¥¨±≠® ¨©¥¨≤®¨©≤¨±®¨ ©≥¨∞® 

ÆWM¹U³²L�« qŠ WŽuL−L� wL²Mð ô j��« ◊UI½ Ê_ ÎUFDI²� j��« rÝ Ô— ∫WEŠö�

± ≤

±
≤



∂∞

∫ UM¹U³²L�« ÂUEM� q×�« WŽuL−� ÎUO½UOÐ q¦�   ∫‰U¦�
≥  ’ ´ ”≤             

±   ’ ´ ”                     
∞  ’                     

s¹dOG²0Ë v�Ë_« Wł—b�« s�  UM¹U³²*« s� ÂUE½ qŠ ∫ÎU¦�UŁ

 vKŽ WM¹U³²� qJ� q×�« WŽuL−� ÎUO½UOÐ q¦L½ ¨©d¦�√ Ë√ sO²M¹U³²�®  UM¹U³²L�« s� ÂUEM� q×�« WŽuL−�  œU−¹ô
∫w�U²�« ‰U¦L�« w� `{u� u¼ UL� q×�«  UŽuL−� sOÐ lÞUI²�« WIDM� b−½ rŁ t�H½  UOŁ«bŠô« ÂUE½ Â«b�²ÝUÐ œ«dH½«

 
ÆW³ÝUM� —U³²š« WDI½ Â«b�²Ý« bFÐ WÐuKDL�« WIDML�« qOKEðË o�«dL�« rOI²�L�« j��« rÝdÐ WM¹U³²� q� q¦L½ 

ÆÀö¦�«  UM¹U³²LK� q×�«  UŽuL−� q¦L¹ w�U²�« qJA�«  

∞ ≤
”

’

± Ω ’  ́”

≥±

≤
≥

±

≥ Ω ’ ´ ”≤

∞  Ω ’
±≠≤≠

≥  ’ ´ ”≤  ∫WM¹U³²L�« qŠ WŽuL−� q¦Lð WOI�√ ◊uD�Ð WKKEL�« WIDML�« 
 ±  ’ ´ ”   ∫WM¹U³²L�« qŠ WŽuL−� q¦Lð WOÝ√— ◊uD�Ð WKKEL�« WIDML�« 

∞  ’ ∫WM¹U³²L�« qŠ WŽuL−� q¦Lð WKzU� ◊uD�Ð WKKEL�« WIDML�« 
WKKEL�« WIDML�« Í√ ÆÀö¦�« q×�«  UŽuL−� lÞUIð w¼ ÂUEM�« qŠ WŽuL−� q¦Lð w²�« WIDML�« 

ÆWKzU�Ë WOÝ√—Ë WOI�√  ◊uD�Ð  



∂±

©± ≠ ≥® qzU?��Ë s¹—U9

Æœ«bŽ_« jš vKŽ q×�« WŽuL−� qÒ¦ Ó�Ë¨ ≤ ´ ”≤  ©± ≠ ”®∂ ∫WM¹U³²L�« qŠ  ±

 ∫WOðü«  UM¹U³²L�« s� q� qŠ WŽuL−� wð—UJ¹b�« Èu²�L�« w� ÎUO½UOÐ q¦�  ≤
≤  ” √    

≥≠  ’ »    
∂  ”≥ ´ ’≤ ?ł    

∫tOKð w²�« WK¾Ý_« vKŽ Vł√Ë wðü«  UM¹U³²L�« ÂUEM� q×�« WŽuL−� ÎUO½UOÐ q¦�  ≥
±  ” ≠ ’   
±  ” ´ ’    

øÂUEM�« qŠ WŽuL−L� wL²Mð ©∞ ¨ ∞ ® WDIM�« q¼ √    
øÂUEM�« qŠ WŽuL−L� wL²Mð ©µ ¨ ∞ ® WDIM�« q¼ »    

Æq×�« WIDM� sL{ lIð ◊UI½ ÀöŁ bł rÝd�« s� ?ł    

WDI½ —UO²šUÐ q×�« W×� s� oI×²�« sJL¹Ë       
 WDIM�« Ác¼ Ê√  U³Ł«Ë W�d²AL�« lÞUI²�« WIDM� w� 

ÆÀö¦�«  UM¹U³²L�« s� Îö�  oI×ð
WM¹U³²L�« oI×ð©± ¨ ±≠® WDIM�« Îö¦L�       

≥  ’ ´ ”≤ w¼Ë v�Ë_« 
©±®  ´ ©±≠  x ≤® ∫Ê_  

≥   ±≠ Ω         
 ±  ’ ´ ” w¼Ë WO½U¦�« WM¹U³²L�« oI×ðË 

±   dH� Ω ±´  ©±≠® ∫Ê_ 
∞  ±  ∫Ê_  ∞  ’ w¼Ë W¦�U¦�« WM¹U³²L�« oI×ðË 

     ÆÂUEM�« qŠ WŽu−L� wL²Mð ©±¨ ±≠® WDIM�U� Ê–≈ 
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≤
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’

q×�« WIDM�

ÆÂUEMK� q×�« WIDM� `{u¹ —ËU−L�« qJA�«



∂≤

WK¦L� tKŠ WŽuL−� ÊuJð  UM¹U³²� lÐ—√ s� ÎU�UE½ V²�√ 
Æ—ËU−L�« qJA�« w� ©WKOD²�L�«® WKKEL�« WIDML�UÐ

tKŠ WŽuL−� ÊuJð  UM¹U³²� ÀöŁ s� ÎU�UE½ V²�√  ∂
Æ—ËU−L�« qJA�« w� ©WO¦K¦L�«® WKKEL�« WIDML�UÐ WK¦L�        
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±
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∫wðü«  UM¹U³²L�« ÂUEM� q×�« WŽuL−� ÎUO½UOÐ q¦�  ¥
≥  ”≤ ≠ ’   
≤  ” ´ ’≤    
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∂≥

∫Ê√ Í√ Î̈«—UM¹œ ≤¥ ÍËU�¹ Ë√ s� q�√ …«d²AL�« Âö�_« ÊULŁ√ ŸuL−� ∫‰Ë_« ◊dA�«
≤¥  ’±≤ ´ ”∂

∫Ê√ Í√ÆwFO³Þ œbŽ u¼ Âö�_« œbŽ ∫w½U¦�« ◊dA�«
  ’  p�c�Ë ¨   ”

 ©’¨”® ◊UIM�« q� WŽuL−� —ËU−L�« qJA�« q¦L¹
 …“—U³�« ◊UIM�« w¼Ë W{ËdHL�«  ◊ËdA�« oI×ð w²�«

Linear Programming  WOD)« W−�d³�« ≠ WOKLŽ  UIO³Dð  ≤≠≥
 qFł Ë√ sJL¹ U� q�√ ÃU²½ù« WHK� qFł v�≈ ‰ULŽ_« …—«œ≈Ë l½UBL�« w� —«dI�«  Ëc�²�Ë ÃU²½ù« uÝbMN� ÃU²×¹
 vL�¹ U� ÈdGB�« Ë√ Èd³J�« rOI�UÐ oKF²ð w²�« qzU�L�« s� ŸuM�« «c¼ W−�UFL� ‚dD�« ÈbŠ≈ Ê≈ÆsJL¹ U� d³�√ `Ðd�«
 WK¦�_« iFÐ wK¹ ULO�Ë ¨q×�« w� r¼_« —Ëb�« WOD��« Í√ v�Ë_« Wł—b�« s�  UM¹U³²LK� ÊuJ¹ YOŠ WOD��« W−�d³�UÐ

Æ UIO³D²�« s� ŸuM�« «c¼ vKŽ WDO�³�«

  

rKI�« dFÝÂö�_« œbŽÂö�ú� wKJ�« sL¦�«
‰Ë_« ŸuM�«dO½U½œ∂””∂
w½U¦�« ŸuM�«Î«—UM¹œ±≤’’±≤

«–S� Î̈«—UM¹œ ±≤ w½U¦�« ŸuM�« s�Ë dO½U½œ ∂ ‰Ë_« ŸuM�« s� rKI�« sLŁ ¨d³×�« Âö�√ s� ÊUŽu½ „UM¼   ∫©±®‰U¦�
∫b−�  Î«—UM¹œ≤¥ dOLÝ l� ÊU�                       

ÆsOŽuM�« s� Âö�√ ¡«dA� WHK²�L�«  UO½UJ�ù«  √    
øÂö�_« s� sJL� œbŽ d³�√ tF� `³B¹ v²Š Ÿu½ q� s� dOLÝ Íd²A¹ ÎULK� r�  »    

 UNKF−ð W�Q�L�« WÞU�Ð Ê√ ô≈ UNKŠË  UM¹U³²� s¹uJ²� ÃU²×ð ôË Î«bł jO�Ð W�Q�L�« Ác¼ qŠ Ê√ s� ržd�UÐ 
œU−¹ô WOD��« W−�d³�« ¡ÈœU³� Â«b�²Ý«Ë qzU�L�« s� Î«bOIFð d¦�√ Ÿ«u½√ qŠ w� Y×³K� W¹«bÐ WDIM� W³ÝUM�

ÆÈdGB�« Ë√ Èd³J�« rOI�« 
 s� ” w¼ U¼ƒ«dý V−¹ w²�« Âö�_« œbŽ Ê√ ÷dH½Ë ‰Ëbł w� …UDFL�«  U�uKFL�« VOðd²Ð √b³½  √  

Æw½U¦�« ŸuM�« s� ’ ¨ ‰Ë_« ŸuM�«  

øÂö�_« ¡«dý WOKLŽ vKŽ W{ËdHL�« ◊ËdA�« w¼ U�
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≥
≤
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≥ ¥ µ ∂

’

Â

√
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∂¥

Æ©» √ Â® WO¦K¦L�« WIDML�« w� ◊UI½ π U¼œbŽË
ULNOMLŁ ŸuL−�Ë w½U¦�« ŸuM�« s� bŠ«Ë rK�Ë ‰Ë_« ŸuM�« s� bŠ«Ë rK� ¡«dý q¦Lð ©±¨ ±® WDIM�« Îö¦L�

ÆÎ«—UM¹œ ±∏ Ω ±≤ x± ´ ∂ x±   ÍËU�¹ 
 h×H½ ¨sJL¹ U� d³�√ ©’ ´ ”®—«bIL�« qF−ð w²�«Ë q×�« WIDM� sL{ ’ ¨ ” WLO� œU−¹ù  »

 ∫UNM� qJ� …dþUML�« ©’ ´ ”® —«bIL�« WLO�Ë  UO½UJ�ù« lOLł wðü« ‰Ëb−�« sO³¹Ë ¨WIÐU��« q×�«  UO½UJ�≈

∞ ± ≤
”

≥
≤
±

≥ ¥ µ ∂

’

Â

√

»

 ∞Ω’ ¨ ¥ Ω ” WLOI� …dþUML�« ¥ w¼ ©’´”® —«bILK� WLO� d³�√ Ê√ kŠö½ ‰Ëb−�« s�
Æ‰Ë_« ŸuM�« s� UNFOLłË Âö�√ ¥ u¼ Áƒ«dý sJL¹ Âö�_« s� œbŽ d³�√ Ê√ Í√

WDIM�«
©’¨”®©∞¨∞®©∞¨±®©∞¨≤®©∞¨≥®©∞¨¥®©±¨∞®©±¨±®©±¨≤®©≤¨∞®

—«bIL�«
©’´”®∞±≤≥¥±≤≥≤

 ◊UIM�«  ÈbŠ≈  w¼  ©∞¨¥®  WDIM�«  Ê√  ÎUC¹√  kŠô
Æq×�« WIDM� w� W�dD²L�«

 ∞ Ω ’ ´ ” YOŠ ©∞ ¨ ∞®  Â ∫w¼ W�dD²L�« jIM�« 
 ≤ Ω ’ ´ ” YOŠ © ≤¨ ∞®  √                 
¥ Ω ’ ´ ” YOŠ ©∞ ¨¥® »                         

 jIM�« bMŽ —«bIL�« WLO� w� Y×³½ Ê√ U� —«bIL� ÈdGB�« Ë√ vLEF�« rOI�« sŽ Y×³K� wHJ¹ ÂUŽ tłuÐË 
Æ©q×�« WIDM� q¦Lð w²�« WFKCL�« WIDML�« ”Ëƒ— bMŽ Í√® q×�« WIDM� w� W�dD²L�«

  d³�√ ¡«dA� W�dH�« UMODF¹ Âö�_« s� hš—_« ŸuM�« ¡«dA� WÞU�³Ð W�Q�L�« qŠ sJL¹ ¨ÎUIÐUÝ d�– UL�Ë
ÁdFÝ Íc�«Ë ©hš—_«® ‰Ë_« ŸuM�« s� Âö�√ ¥ ¡«dý UMMJLO� Î«—UM¹œ≤¥ u¼ d�u²L�« Ê√ YOŠË ¨UNM� œbŽ

                       ÆbŠ«u�« rKIK� dO½U½œ ∂ 
    



∂µ

 UMŠUA�« œbŽ U�« Òd−�« œbŽ
‰Ë_« j��« ÃU²½≈”¥”±∞
w½U¦�« j��« ÃU²½≈’∏’µ

ŸuL−L�«’∏ ´ ”¥’µ ´ ”±∞
WÐuKDL�« WOLJ�«≤∏µµ

WHKJÐ bŠ«u�« ÂuO�« w�  U�« Òdł ±∞Ë  UMŠUý ¥ ‰Ë_« j��« Z²M¹ ∫ÃU²½≈ UDš  «—UOÝ lMB� w�       ©≤®‰U¦�
 bŠ«u�« ÂuO�« w�  U�« ÒdłµË  UMŠUý∏ w½U¦�« j��« Z²M¹Ë ¨—UM¹œ ±¥∞∞∞∞∞ U¼—«bI� ÃU²½«                         
 ¨W�« ÒdłµµË WMŠUý ≤∏ b¹—u²� ÎU³KÞ lMBL�« rK²Ý« «–S�  Æ—UM¹œ±±∞∞∞∞∞ U¼—«bI� ÃU²½« WHKJÐ     

øWMJL� WHK� q�QÐ VKD�« WO³K²� sOD��« s� q� qOGAð ÂeK¹ ÎU�u¹ rJ�     

 VOðd²�« vKŽ  ÎU�u¹ ’ ¨ ” UL¼ w½U¦�«Ë ‰Ë_« sOD��« qOGA²� W�“ö�« ÂU¹_« œbŽ Ê√ ÷dH½ 
ÆW�«dł ”±∞ ÓË  WMŠUý ”¥ ∫ÎU�u¹ ” w� ‰Ë_« j��« Z²M¹ 

ÆW�«dł ’µ ÓË WMŠUý ’∏ ∫ÎU�u¹ ’ w� w½U¦�« j��« Z²M¹Ë 
∫wðü« ‰Ëb−�« w�  U�uKFL�« Vðd½  

ø’ ¨ ” s¹dOG²L�« vKŽ ◊ËdA�« w¼ U�
s� —d{ ö�® d¦�√ Ë√ ≤∏ ÊuJð Ê√ V−¹ VKD�« WO³K²� W−²ML�«  UMŠUA�« œbŽ Ê√ kŠö½ ∫‰Ë_« ◊dA�«

≤∏  ’∏ ´ ”¥ ∫Ê√ Í√Æ©…œU¹e�« iFÐ œułË 
ÆUNMŽ b¹e¹ Ë√ µµ ÍËU�¹ Ê√ V−¹ VKD�« WO³K²� W−²ML�«  U�«d−�« œbŽ Ê√  kŠö½ ∫w½U¦�« ◊dA�«

µµ   ’µ ´ ”±∞ ∫Ê√ Í√
∞  ’ p�c�Ë ∞  ” Ê√ Í√ ÆÎU³�UÝ ÂU¹_« œbŽ ÊuJ¹ Ê√ sJL¹ ô ∫Y�U¦�« ◊dA�«

∫wðü«  UM¹U³²L�« ÂUE½ vKŽ qB×½ «cNÐË
≤∏  ’∏ ´ ”¥ 

µµ   ’µ ´ ”±∞  
 ∞  ”  
∞  ’  

ÆÎ«—UM¹œ ”±¥∞∞∞∞∞  ∫wN� ÎU�u¹ ” ‰Ë_« j��« qOGAð bMŽ ÃU²½ô« WHK� U�√
ÆÎ«—UM¹œ ’±±∞∞∞∞∞     ∫wN� ÎU�u¹ ’ w½U¦�« j��« qOGAð bMŽ ÃU²½ô« WHK� Ê√ UL�



∂∂

©·bN�« Ê«d²�«® vL�¹ Íc�«Ë   ’±±∞∞∞∞∞ ´ ”±¥∞∞∞∞∞  —«bIL�« qFł v�≈ W�Q�L�« ‰ËRðË 
ÆsJL¹ U� q�√  

Æ©¥vKŽ bŠ q� WL�IÐ®                       ∑  ’≤ ´ ”  ∫UN²ÐU²� sJL¹ ≤∏  ’∏ ´ ”¥ WM¹U³²L�«  
Æ©µvKŽ bŠ q� WL�IÐ®     ±±  ’ ´ ”≤  ∫UN²ÐU²� sJLO�   µµ   ’µ ´ ”±∞ WM¹U³²L�« U�√ 

Æ  UM¹U³²L�« ÂUEM� q×�«  WŽuL−�  ÁU½œ√ qJA�« w� WKKEL�« WIDML�« q¦LðË 
W�dD²� ◊UI½ ÀöŁ bMŽ ©’±±∞∞∞∞∞ ´ ”±¥∞∞∞∞∞® ·bN�« Ê«d²�ô« WÝ«—œ v�≈ ÃU²×½Ë 

∫w¼ W�dD²L�« ◊UIM�« Æ ’ ¨ ” w²LO� œb×ð Ê«d²�ö� WLO� q�√Ë q×�« WŽuL−� s�
©±± ¨∞ ® ?ł ¨   ©± ¨ µ® »  ¨   ©∞ ¨∑® √ 

Æ◊UIM�« Ác¼ bMŽ ·bN�« Ê«d²�« rO� h�K¹ w�U²�« ‰Ëb−�«Ë

q�√ Ê√ b−½ ‰Ëb−�« s�Ë
» WDIM�« bMŽ w¼  WHK� 

j��« qLF¹  U�bMŽ Í√ 
 qLF¹ Ë ÂU¹√ µ ‰Ë_« 

       Î«bŠ«Ë ÎU�u¹ w½U¦�« j��«

WDIM�«”’·bN�« Ê«d²�« WLO�
√∑∞Æ—UM¹œ π∏∞∞∞∞∞ Ω ∞ ´ ∑ x ±¥∞∞∞∞∞

»µ±∏±∞∞∞∞∞ Ω ± x ±±∞∞∞∞∞ ´ µ x ±¥∞∞∞∞∞ 
?ł∞±±Æ—UM¹œ±≤±∞∞∞∞∞ Ω ±± x±±∞∞∞∞∞ ´ ∞

∞

’

»

∏

¥
≤

±∞

∂

±±
±≤

≤ ¥ ∑∂ ∏ ∑  ’≤ ´ ”

”
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 ´ ”≤

?ł

√
±∞



∂∑

©sÞ® ‰Ë_« ŸdH�« ÃU²½≈©sÞ® w½U¦�« ŸdH�« ÃU²½≈©sÞ® WÐuKDL�« WOLJ�«
ÊuLOK�« »«dý”∂’≤±≤
‰UIðd³�« »«dý ”µ’±µ≥∞
 u²�« »«dý”¥’¥±∂

∫ UM¹U³²L�« s� ÂUEMÐ  W�Q�L�« œuO� sŽ d³F½ ©≤® 
©ø«–UL� ®      ±≤  ’≤ ´ ”∂   
©ø«–UL� ®   ≥∞  ’±µ ´ ”µ     
©ø«–UL� ®      ±∂  ’¥ ´ ”¥          

ÎU³�UÝ ÊuJ¹ ô ÂU¹_« œbŽ Ê_      ∞  ”          
ÎU³�UÝ ÊuJ¹ ô ÂU¹_« œbŽ Ê_      ∞  ’          

 ∫w¼Ë  UÐËdAL�« s� Ÿ«u½√ WŁöŁ Ÿd� q� Z²M¹Ë ¨ÃU²½û� ÊUŽd� t� WHOH��«  UÐËdALK� lMB�   ©≥® ‰U¦�
»«dý s� sÞ ∂ ‰Ë_« ŸdH�« Z²M¹Ë Æ u²�« »«dýË ¨‰UIðd³�« »«dýË ¨ÊuLOK�« »«dý                   

 «c¼ qOGAð WHK�Ë ¨bŠ«u�« ÂuO�« w�  u²�« »«dý s� sÞ¥ ¨‰UIðd³�« »«dý s� sÞ µ ¨ÊuLOK�«    
 sÞ ±µ ¨ ÊuLOK�« »«dý s� sÞ≤ w½U¦�« ŸdH�« Z²M¹ UL� ÆbŠ«u�« ÂuO�« w� —UM¹œ ∏∞∞ w¼ j��«    

w� —UM¹œ ±∞∞∞ w¼ w½U¦�« ŸdH�« qOGAð WHK�Ë ¨ u²�« »«dý s� sÞ ¥¨‰UIðd³�« »«dý s�    
»«dý s� ÎUMÞ ≥∞ ¨ÊuLOK�« »«dý s� ÎUMÞ ±≤ b¹—u²� ÎU³KÞ lMBL�« rK²Ý« «–S�ÆbŠ«u�« ÂuO�«    

 ÊuJð YO×ÐË VKD�« WO³K²� Ÿd� q� q ÒGAÔ¹  ÎU�u¹ rJ�  ¨ u²�« »«dý s� ÎUMÞ ±∂ ¨‰UIðd³�«   
øsJL¹ U� q�√ qOGA²�« WHK�  

 ¨ ‰Ë_« ŸdH�« w� qLF�« s� ÎU�u¹ ” w¼ VKD�« WO³K²� lMBL�« qOGA²� W�“ö�« ÂU¹_« œbŽ Ê√ ÷dH½ ©±® 
Æw½U¦�« ŸdH�« w� qLF�« s� ÎU�u¹  ’
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¥
≤

∂ ∏
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∂
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»
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œ

?ł
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¥Ω”´’  dE½√® ÎUO½UOÐ  UM¹U³²L�« q¦L½ ©≥®
 WIDML�«  ÊuJðË  ¨©—ËU−L�«  rÝd�«

Æq×�« w¼ WKKEL�«



∂∏

©≤ ≠ ≥® qzU?��Ë s¹—U9

∞ ± ≤
”

’

¥

≤
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≥

±

µ

©∞¨¥®

©¥¨≥®

©µ¨∞®

   WŽuL−� q¦Lð—ËU−L�« qJA�« w� WKKEL�« WIDML�« ±
∫ ÂUEM�« qŠ   

 ∞  ”   
∞  ’    

±µ  ’≥ ´ ”    
±∂  ’ ´ ”¥    

©·bN�« Ê«d²�« ®—«bILK� ÈdGB�«Ë vLEF�« WLOI�« błË√
 ’≤ ´ ”≥ 

WDIM�«”’·bN�« Ê«d²�« WLO�
√∂∞Æ—UM¹œ ¥∏∞∞ Ω ∞ ´ ¥∏∞∞ Ω ’±∞∞∞ ´ ”∏∞∞

»≥±Æ—UM¹œ ≥¥∞∞Ω ±∞∞∞ ´ ≤¥∞∞ Ω ’±∞∞∞ ´ ”∏∞∞ 
?ł±≥Æ—UM¹œ ≥∏∞∞ Ω ≥∞∞∞ ´ ∏∞∞ Ω ’±∞∞∞ ´ ”∏∞∞
œ∞∂Æ—UM¹œ∂∞∞∞ Ω ∂∞∞∞ ´ ∞ Ω ’±∞∞∞ ´ ”∏∞∞

©± ¨ ≥® »  w¼ WDIM�« ÆsJL¹ U� q�√ U¼bMŽ WHKJ�«  ÊuJð w²�« WDIM�« wOŁ«bŠ≈ ‰Ëb−�« s� sOF½ ©∑®
   ÆÎ«bŠ«Ë ÎU�u¹ w½U¦�« ŸdH�« qGA½Ë ÂU¹√ ≥ ‰Ë_« ŸdH�« qGA½  UM½√ p�– vMF�Ë ± Ω’  ¨  ≥ Ω ” YOŠ 

Æ—UM¹œ  ’±∞∞∞ ´ ”∏∞∞   ∫—«bIL�« u¼Ë VKD�« WO³K²� qOGA²�« WHK� q¦L¹ Íc�« ·bN�« Ê«d²�« œb×½ ©¥®
Æ©∂ ¨ ∞® ¨ ©≥ ¨ ±® ¨ ©± ¨ ≥® ¨ ©∞ ¨ ∂®∫w¼Ë W�dD²L�« ◊UIM�« rÝd�« s� œb×½ ©µ®

ÊUFDI²¹ s¹c�« sOLOI²�L�« sOD��« w²�œUF� q×Ð ÎU¹d³ł ◊UIM�« Ác¼ s� WDI½ q� b¹b×ð  ÎUC¹√ sJL¹ oI×²K�Ë®
Æ©WDIM�« pKð w� 

∫wðü« ‰Ëb−�« UNB�K¹ UL� w¼Ë ◊UIM�« Ác¼ s� WDI½ q� bMŽ ·bN�« Ê«d²�« WLO� V�×½ ©∂®



∂π

¥

∫wðü«  UM¹U³²L�« ÂUEM� q×�« WŽuL−� bł  ≤
µ  ’ ´ ”   

∂  ’ ´ ”≤    
π  ’≥ ´ ”    

∞  ”    
∞  ’    

ÆsJL¹ U� q�√ ÂUEM�« «c¼ sL{  ’µ ´ ”¥  ·bN�« Ê«d²�« ÊuJ¹ v²� œbŠ rŁ s�Ë W�dD²L�« jIM�« bł

±µ  ’ ´ ”≤   ◊dAÐ   ’≥ ´ ”≤  —«bILK� vLEF�« WLOI�« błË√  ≥
≤∞  ’≥ ´ ”           

∞  ”           
∞  ’           

j��« Z²M¹Ë ?ł ¨ » ¨ √  uJ�³�« s� Ÿ«u½√ WŁöŁ Z²M¹ ULNM� q�Ë  uJ�³�« ÃU²½ù ÊUDš lMB� w�  
U¼—b� WO�ULł≈ WHKJÐ ?ł ŸuM�« s� sÞ≤ ¨ » ŸuM�« s� bŠ«Ë sÞ ¨√ ŸuM�« s� sÞ≥  ÎUO�u¹ ‰Ë_«  

WHKJÐ ?ł ŸuM�« s� sÞµ Ë ¨» ŸuM�« s� sÞ¥ ¨√ ŸuM�« s� sÞ ≤ ÎUO�u¹ w½U¦�« j��« Z²M¹Ë Æ—UM¹œ ≥∞∞  
 ÎUMÞ ≥≤  ÓË  » ŸuM�« s� ÎUMÞ ≤± ¨‰Ë_« ŸuM�« s� ÎUMÞ ≤∂ Á—«bI� ÎU³KÞ lMBL�« vIKðÆ—UM¹œ ¥∞∞ WO�ULł≈  

Æ?ł ŸuM�« s� 
øUO½b�« WHKJ�« w¼ U�Ë ¨WMJL� WHK� q�QÐ VKD�« WO³K²� ÃU²½« jš q� qLF¹ ÎU�u¹ r�  

∫w	U{≈ ◊UA½
—UM¹œ ±,µ Á—«bI� √ ŸuM�« w� ÎU×Ð— lMBL�« oI×¹Ë Æ» ¨ √ ‰UHÞ_«  Uł«—œ s� sOŽu½ lMB� Z²M¹ ±

 WO�U²�« œuOI�« lMBL�« œbŠ Æ…bŠ«u�« Wł«—bK� —UM¹œ≤  Á—«bI� ÎU×Ð— » ŸuM�« w�Ë ¨…bŠ«u�« Wł«—bK�  
∫WIÐU��« tð«d³š s� UN³�²�« w²�«Ë ÃU²½ù« vKŽ  

ÆÎU¹dNý Wł«—œ ±≤∞∞ sŽ b¹e¹ ô Ê√ V−¹ wKJ�« ÃU²½ù« ŸuL−� ∫ÎôË√  
Æ√ ŸuM�« vKŽ VKD�« nB½ vB�_« ÁbŠ w� u¼ » ŸuM�« vKŽ VKD�« ∫ÎUO½UŁ  

  vB�√ b×Ð » ŸuM�« s� ÃU²½ù« Èu²�� ·UF{√ WŁöŁ sŽ b¹e¹ Ê√ sJL¹ √ ŸuMK� ÃU²½ù« Èu²�� ∫ÎU¦�UŁ   
ÆWł«—œ ∂∞∞ Á—«bI�  

øsJL¹ U� d³�√ t×Ð— ÊuJ¹ v²Š bŠ«u�« dNA�« w� sOŽuM�« s� q� s� lMBL�« Z²M¹ Wł«—œ r�  



∑∞

Annuities  UF??	 Ôb??�«  ≥≠≥
  ÆvC� X�Ë Í√ w� tOKŽ X½U� UL� Î«bOIFð d¦�√ dBF�« «c¼ w� W¹—U−²�«Ë WO�UL�«  ö�UFL�« X×³�√ ∫bONLð
 s� dO¦� lÐU²¹ UL� ¨X½d²½ô« o¹dÞ sŽ UO½Ëd²J�« WO�Ëb�« ‚«uÝ_« w� UNFOÐË rNÝ_« ¡«dý  UOKLŽ s� dO¦� Èd−ðË
 W¹œUB²�ô«  «dAM�« ‰öš  s� Èdš_« lK��«Ë W�OHM�« ÊœUFL�«Ë  öLF�«Ë rNÝ_« —UFÝ√ s¹dL¦²�L�«Ë sOL²NL�«

ÆrN�ULŽ√Ë rNð—U−ð …—«œ≈ ÊQAÐ WLzöL�«  «—«dI�« «Ëc�²¹ v²Š WO½Ëd²J�ù« ‰UBðù« qzUÝËË
  Æ U�b��« Ác¼ w� ÒbI Ô� œ«bŽ√ w� WŽ—U�²� …œU¹“Ë W¹—U−²�«  U�b��« w� qzU¼ ŸuMð dO³J�« —uD²�« «c¼ l� ¡UłË
 l� q�UF²�« Ë√ dš¬ Ë√ pMÐ l� q�UF²�« sOÐ WK{UHL�« lOD²�¹ v²Š W³ÝUM� WO�U� W�UIŁ v�≈ ÍœUF�« sÞ«uL�« ÃU²×¹Ë

ÆW�dA�« Ë√ pM³�« fHM� dš¬ Ë√ —UOš ‰u³� Ë√ Èdš√ Ë√ sO�Qð W�dý
 ŸËdA� lOÝuðË rŽœ Ë√ Í—U−ð ŸËdA� fOÝQ²� Ë√ XOÐ ¡UM³� ‰UL�« s� mK³� ÷«d²�« v�≈ sÞ«uL�« ÃU²×¹ bI�
  UÐU�×�« rN� w� pM³�« nþu� W�—UA� vKŽ tð—b� sO�×ð w� WO�UL�«  UÐU�×�« w� sÞ«uL�« W�dF� bŽU�ðË  ÆrzU�
 b¹eð m�U³� l�œ ÷«d²�ô« tHKJ¹ bI�  ÆÁ—UO²š« ZzU²½ qL×ðË  «—«dI�« –U�ð« w�Ë UN²FÐU²�Ë UN²Fł«d�Ë tÐ W�U��«

Æt{d²�« ULŽ Î«dO¦�
 w� pM³�« w� UNŽœu¹Ë Îö¦� h�ý U¼d�u¹ W¹ËU�²� m�U³� w¼Ë  UF�b�UÐ vL�¹ U� WFzUA�« WO�UL�«  ö�UFL�« s�

ÆÎö¦� ÷d� œ«b�� W¹ËU�²� WOM�“  «d²� w� l�bð W¹ËU�²� m�U³� Ë√ ¨UN²KLł vKŽ qB×O� W¹ËU�²� WOM�“  «d²�
 WMÝ —UM¹œ ±∞∞ mK³L�« WLOI� ¨q³I²�L�« w� œuIM�« WLO� ÊUBI½ WO�UL�«  UÐU�×�« w� WLNL�« ¡ÈœU³L�« s�Ë
 …bzU� „uM³�« l�bðË Æq³I²�L�« w� q�√ `³Bð œuIMK� WOz«dA�« …—bI�« Ê√ vMFLÐ ¨≤∞∞∞ WMÝ UN²LO� sŽ qIð ≤∞±∞

ÆœuIMK� WOz«dA�« …—bI�« hI½ sŽ Ë√ ‰«u�_« WLO� hI½ sŽ i¹uF²�« w� bŽU�ð WOJMÐ
 (Future Value® WOK³I²�*« WLOI�«Ë (Present Value® WO�U(« WLOI�«

 ∫©…bŠ«Ë WF	œ® œuIM�« s� mK³*

 ÊS�  «uMÝ¥ …bL� WM��« w� •µ W³�dL�« …bzUH�« dF�Ð pMÐ w� —UM¹œ ±∞∞ mK³�  l{Ë «–≈    ∫©±® ‰U¦�
∫w¼ WKL−�« Ác¼Ë ¨—UM¹œ±∞∞ mK³LK� WOK³I²�L�« WLOI�« vL�ð  «uMÝ¥ bFÐ mK³L�« WKLł      

Ê©Ÿ ´ ±®Â Ω ?ł     
¥©∞,∞µ ´ ±® ±∞∞ Ω          

X Ω 1.05  ∫YOŠ xy ÕU²HL�« ∫W³ÝU×�« Â«b�²ÝUÐ  ¥©±,∞µ®±∞∞ Ω          
  y Ω  4                                     ±,≤±µµ   x ±∞∞ Ω       

 ©»U²J�« W¹UN½WOLKF�« W³ÝU×�« W�ü« Â«b�²Ý« o×K� lł«—®           Æ—UM¹œ ±≤±,µµ Ω       



∑±

Æ—UM¹œ ±≤±,µµ w¼ ©WIÐU��« ◊ËdA�« V�Š® —UM¹œ ±∞∞ mK³L� WOK³I²�L�« WLOI�« Ê√ Í√ 
 Æ©WOK³I²�L�« WLOIK� Í√® —UM¹œ ±≤±,µµ mK³LK� WO�UŠ WLO� —UM¹œ ±∞∞ mK³� vL�¹Ë     

Æ «uMÝ∏ …bL� WM��« w� •≥ V�dL�« `Ðd�« dF�Ð pMÐ w� ‰UL�« s� ÎUGK³� h�ý l{Ë  :©≤® ‰U¦�
Æ—UM¹œ ≤µ≥≥,µ¥ u¼ …d²H�« W¹UN½ bFÐ tC³IOÝ Íc�« mK³L�« Ê√ pM³�« nþu� Ád³š√ b�Ë    

ødL¦²�L�« mK³LK� WO�U×�« WLOI�« U�    

Ê©Ÿ´±®Â Ω  ?ł            
∏©∞,∞≥ ´ ±®Â Ω ≤µ≥≥,µ¥         

©WOLKF�« W³ÝU×�« Â«b�²ÝUÐ®  ©±,≤∂∂∑∑®Â Ω ≤µ≥≥,µ¥         

   Æ—UM¹œ ≤∞∞∞ Ω ≤µ≥≥,µ¥ 
±,≤∂∂∑∑  Ω Â         

∫…—dJ²*«  UF	 Ôb�« Ÿ«u½√
∫UL¼ UNM� sOŽu½ sOÐ eOOL²�UÐ r²NMÝ UMMJ�Ë ¨…—dJ²L�«  UF�b�« s� Ÿ«u½√ „UM¼ 

©Ordinary Annuities® W¹œUŽ  UO�uŠ ÎUC¹√ vL�ðË  W¹œUF�«  UF�b�« ±  
∫wðü« qJA�« w� `{u� u¼ UL� WOM�“ …d²� q� W¹UN½ w� ŸuM�« «c¼ w� l�b�« ÊuJ¹Ë        

 ©Annuities Due®     ÎU�bI�  UO�uŠ ÎUC¹√ vL�ðË ÎU�bI�  UF�b�« ≤  
∫wðü« qJA�« w� `{u� u¼ UL� ¨WOM�e�« …d²H�« W¹«bÐ w� l�b�« r²¹ ŸuM�« «c¼ w�Ë        

Ædšü« ŸuM�« qLN½ ·uÝË UM¼ tÐ r²NMÝ U� w¼Ë ÎUŽuOý d¦�_« w¼ W¹œUF�«  UF�b�«Ë
∫W¹œUF�«  UF	bK� WO�U(« WLOI�«Ë WOK³I²�*« WLOI�«

∫w¼Ë  UF�b�UÐ j³ðdð rOI�« s� ÊUŽu½ „UM¼
h�ý d�Ë «–S� ÆqL−�« Ác¼ ŸuL−� rŁ s�Ë WF�œ q� WKLł œU−¹SÐ V�×ð w²�«Ë  UF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�« √

ÆWOK³I²�L�« WLOI�« vL�ð  «uMÝµ bFÐ t�«u�√ WKLł ÊS�  «uMÝµ …bL� WMÝ q� pMÐ w� —UM¹œ ±∞∞∞  
‰UL�« s� ÎUGK³� h�ý ÷d²�« «–S�  ÆWOKLF�« W¹«bÐ bMŽ  UF�b�« WLO� q¦Lð w²�«Ë  UF�bK� WO�U×�« WLOI�« »

ÊS� ¨—UM¹œ ∏∞∞ j�� q� WLO� W¹uMÝ ◊U��√ ±∞vKŽ ÷dI�« œ«bÝ vKŽ pM³�« l� oHð«Ë pMÐ s�       
Æ±∞ U¼œbŽ w²�«Ë  UF�b�« lOL−� WO�UŠ WLO� d³²Fð W¹«b³�« w� tLK²Ý« Íc�« ÷dI�« WLO�       

s�e�« jš
W¹«b³�«

v�Ë_« WF�b�« WO½U¦�« WF�b�«…dOš_« WF�b�« Æ Æ Æ Æ Æ Æ

v�Ë_« WF�b�« WO½U¦�« WF�b�«…dOš_« WF�b�« Æ Æ Æ Æ Æ Æ W¦�U¦�« WF�b�« 

W¹UNM�«

W¹«b³�«W¹UNM�«



∑≤

 WM��« w� •∂ V�dL�« `Ðd�« dF�Ð pMÐ w� UNFC¹Ë WMÝ q� W¹UN½ w� —UM¹œ ±∞∞ b�Uš dÒ�u¹   ∫©≥® ‰U¦�
ø©tð«dO�uð WKLł U� Í√® tð«dO�u²� WOK³I²�L�« WLOI�« U� Æ «uMÝ¥ …bL�Ë ÎU¹uMÝ ·UC¹Ë    

Æ…bL�« W¹UN½ bMŽ Ÿœuð UN½_ `Ðdð ô …dOš_« WF�b�«Ë ÆW¹œUŽ  UF�œ w¼  UF�b�« Ë√  «dO�u²�« 
Æ—UM¹œ ±∞∞ Ω ©WFÐ«d�«® …dOš_« WF�b�« WKLł 

ÆdO½U½œ ±∞∂ Ω ©±,∞∂® ±∞∞ Ω ©W¦�U¦�« ® …dOš_« q³� WF�b�« WKLłË 
Æ—UM¹œ ±±≤,≥∂  Ω ≤©±,∞∂® ±∞∞Ω WO½U¦�« WF�b�« WKLłË 
Æ—UM¹œ±±π,±∞  Ω ≥©±,∞∂® ±∞∞ Ωv�Ë_« tF�b�« WKLł 

 UNM� q� qLł ŸuL−� Ω  UF�b�« lOLł WKLł  
Æ—UM¹œ ¥≥∑,¥∂  Ω ±±π,±∞ ´  ±±≤,≥∂  ´ ±∞∂ ´ ±∞∞ Ω     

 ∫wðü« `O{u²�« kŠô 
v�Ë_« WM��« W¹«bÐv�Ë_« WF�b�« WO½U¦�« WF�b�«WFÐ«d�« WF�b�« W¦�U¦�« WF�b�«

±∞∞
 ±∞∂  Ω   ©±,∞∂® ±∞∞

±∞∞

 ±±≤,≥∂  Ω ≤©±,∞∂® ±∞∞

±∞∞ ±∞∞

 ±±π,±∞  Ω ≥©±,∞∂® ±∞∞
  ¥≥∑,¥∂     ŸuL−L�«

•Ÿ W³�dL�« …bzUH�« dF�Ð Î«—UM¹œ  Â  UNM� q� WLO�Ë ¨ Ê  U¼œbŽ W¹œUŽ  UF�b� WOK³I²�L�« WLOI�« ∫ÂUŽ tłuÐ
∫wðQ¹ UL� V�×ð WM��« w� 

Â Ω …dOš_« WF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�«
©Ÿ ´ ±®Â Ω …dOš_« q³� tF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�«

Æ   
Æ   
Æ   

≤≠Ê©Ÿ ´ ±®Â Ω   WO½U¦�« WF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�«
±≠Ê©Ÿ ´ ±®Â Ω v�Ë_« WF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�«

±≠Ê©Ÿ ´ ±®Â ´ ≤≠Ê©Ÿ´±®Â  ´ ÆÆÆ ´  ©Ÿ´±®Â ´ Â Ω  UF�b�« lOL−� WOK³I²�L�« WLOI�«  
∫wðQ¹ UL� ŸuL−L�« ÊuJ¹Ë Ê U¼œËbŠ œbŽË ©Ÿ ´ ±® UNÝUÝ√ Ë  Â ‰Ë_« U¼bŠ WOÝbM¼ WK�K�²� Ác¼Ë

›± ≠  Ê©Ÿ ´ ±®¤Â 
Ÿ  Ω ?ł



∑≥

›±≠ ¥©±,∞∂®¤ ±∞∞
∞,∞∂  Ω ?ł Ê√ b−½ ©≥® ‰U¦� qŠ w�  …bŽUI�« Ác¼ X�b�²Ý« «–≈Ë

©± ≠ ±,≤∂≤µ® ±∞∞
∞,∞∂  Ω ?ł               

ÎU³¹dIð ÍËU�¹ t½√ Í√ ¨—UM¹œ ¥≥∑,µ Ω ?ł                   
ÆoÐU��« »«u−�«            

ÆÎU¹uMÝ ·UCðË WM��« w� •∏ W³�dL�« …bzUH�« dF�Ð pMÐ s� ‰UL�« s� UGK³� bM¼ X{d²�«   ∫©¥® ‰U¦�
Æ—UM¹œ ±∞∞∞ j�� q� WLO� W¹ËU�²� W¹uMÝ ◊U��√ µ vKŽ ÷dI�« œ«bÝ vKŽ pM³�« l� XIHð«Ë     

ø÷dI�« WLO� U�      

∫◊U��_« lOL−� WO�U×�« WLOI�« w¼ ÷dI�« WLO� 
±∞∞∞ Ω ±,∞∏   x  ‰Ë_« j�IK� WO�U×�« WLOI�« 

 —UM¹œ π≤µ,π≥ Ω  ±∞∞∞
±,∞∏  Ω ‰Ë_« j�IK� WO�U×�« WLOI�«   

     —UM¹œ  ∏µ∑,≥¥ Ω  ±∞∞∞
≤©±,∞∏®   Ω w½U¦�« j�IK� WO�U×�« WLOI�« ÊuJð WI¹dD�« fHMÐË 

 —UM¹œ  ∑≥µ,∞≥ Ω  ±∞∞∞
¥©±,∞∏®   Ω lÐ«d�« j�IK�Ë ¨   —UM¹œ ∑π≥,∏≥ Ω  ±∞∞∞

≥©±,∞∏®   Ω Y�U¦�« j�IK�Ë 

       —UM¹œ ∂∏∞,µ∏ Ω  ±∞∞∞
µ©±,∞∏®  Ω f�U��« j�IK�Ë 

UNM� qJ� WO�U×�« WLOI�« ŸuL−� Ω ©÷dI�« WLO�® ◊U��_« lOL−� WO�U×�« WLOI�«
 ∂∏∞,µ∏ ´ ∑≥µ,∞≥ ´ ∑π≥,∏≥ ´ ∏µ∑,≥¥ ´ π≤µ,π≥ Ω                 

Æ—UM¹œ ≥ππ≤,∑±  Ω                 
∫wðô« `O{u²�« dE½√

∫…bŽU

vDFð WM��« w� •Ÿ W³�dL�« …bzUH�« dF�Ð Î«—UM¹œ Â UNM� q� WLO�Ë Ê U¼œbŽ W¹œUŽ  UF�b� WOK³I²�L�« WLOI�«

›± ≠  Ê©Ÿ ´ ±®¤Â 
Ÿ  Ω  WOK³I²�L�« ‚ ∫…bŽUI�UÐ 



∑¥

 ∫ÂUŽ tłuÐË
∫w¼• Ÿ W¹uM��«  W³�dL�« …bzUH�« dF�Ð Ê U¼œbŽ  «d²H� Î«—UM¹œ Â UNM� q� WLO� W¹ËU�²�  UF�b� WO�U×�« WLOI�«

  Â
Ê©Ÿ ´ ±®  ´ ÆÆÆÆÆ ´  Â

≤©Ÿ ´ ±®  ´  Â
©Ÿ ´ ±®  Ω WO�U×�« WLOI�«

Ê U¼œËbŠ œbŽË ¨  ±
Ÿ ´ ±  UNÝUÝ√Ë ¨   Â

Ÿ ´ ±  Ω ‰Ë_« U¼bŠ WOÝbM¼ WK�K�²� Ác¼Ë 

›  Ê≠©Ÿ ´ ±® ≠ ±¤Â
Ÿ  Ω UNŽuL−� ÊuJO�

∫…bŽU

  ›

  Ê≠©Ÿ  ́±® ≠ ±¤Â
Ÿ   ∫w¼ WMÝ Ê …bL� ÎU¹uMÝ •Ÿ W³�dL�« …bzUH�« dF�Ð Â UNM� q� WLO� W¹œUŽ   UF�b� WO�U×�« WLOI�«

∫b−½ ©¥® ‰U¦� qŠ w� …bŽUI�« Ác¼ X�b�²Ý« «–≈Ë

 ›  µ≠©±,∞∏  ® ≠ ±¤±∞∞∞
∞,∞∏

 Ω WO�U×�« WLOI�«

oÐU��« »«u−�« ÎU³¹dIð ÍËU�¹ t½√ Í√ ¨  —UM¹œ ≥ππ≤,µ Ω  ©  ∞,∂∏∞∂ ≠ ± ® x ±∞∞∞
∞,∞∏

 Ω           

j�I�«
‰Ë_« 

j�I�«
w½U¦�« 

j�I�«
Y�U¦�« 

j�I�«
lÐ«d�« 

j�I�«
f�U��« 

±∞∞∞±∞∞∞±∞∞∞±∞∞∞±∞∞∞

  π≤µ,π≥      Ω  ±∞∞∞
±,∞∏   

  ∏µ∑,≥¥       Ω  ±∞∞∞
≤©±,∞∏®  

    ∑π≥,∏≥      Ω  ±∞∞∞
≥©±,∞∏®  

   ∑≥µ,∞≥      Ω  ±∞∞∞
¥©±,∞∏®   

  ∂∏∞,µ∏      Ω  ±∞∞∞
µ©±,∞∏®   

  ≥ππ≤,∑±                   



∑µ

 

 ›
  Ê≠©Ÿ ´ ±® ≠ ±¤Â

Ÿ  Ω WO�U×�« WLOI�« 
›±∞≠©±,∞∂® ≠ ±¤Â

∞,∞∂  Ω µ∞∞∞∞          

›∑,≥∂¤ Â Ω µ∞∞∞∞          

Æ—UM¹œ ∂∑π≥,¥ ÍËU�ð j�� q� WLO� Ê√ Í√ ¨     ∂∑π≥,¥ Ω  µ∞∞∞∞
∑,≥∂  Ω  Â           

 —UM¹œ ∂∑π≥¥ Ω ±∞ X ∂∑π≥,¥  l�b¹ ·uÝ dłU²�« «c¼ ÊS� ©÷dI�« WLO�® —UM¹œ µ∞∞∞∞ qÐUI� t½√ kŠö½
 Æs¹b�« œ«b��

W¹ËU�²� W¹dNý  UF�œ vKŽ ÷dI�« œb�ð Ê√ vKŽ pM³�« s� —UM¹œ ≤¥∞∞ WLÞU� X{d²�«    ∫©∂® ‰U¦�
WM��« w� •∂ dF�Ð …bzUH�« V�×¹ pM³�« «c¼ ÊU� «–S� ¨÷«d²�ô« a¹—Uð s� WMÝ ‰öš                    

øW¹dNA�« ©œ«b��« j��® WF�b�« WLO� UL� dNý q� ·UCðË      

±≤ Ω © «d²H�«® dNý_« œbŽ  ¨      ∞,∞∞µ Ω ∞,∞∂
±≤  Ω dNA�« w� …bzUH�« dFÝ 

›  Ê≠©Ÿ ´ ±® ≠ ±¤Â
Ÿ   Ω WO�U×�« WLOI�« 

›±≤≠©∞,∞∞µ ´ ±® ≠ ±¤Â
∞,∞∞µ   Ω ≤¥∞∞            

›∞,π¥±π ≠ ±¤Â
∞,∞∞µ   Ω ≤¥∞∞                  

  Æ—UM¹œ ≤∞∂,µ∂ Ω  
∞,∞∞µ  x ≤¥∞∞

∞,∞µ∏±   Ω Â            

 ©◊U��√®  UF�œ ±∞ vKŽ œ«b��« r²¹ Ê√ vKŽ pM³�« l� oHð«Ë ¨—UM¹œµ∞∞∞∞ mK³� dłUð ÷d²�«   ∫©µ® ‰U¦�
ø…bŠ«u�« WF�b�« WLO� U� ¨ WM��« w� •∂ W³�dL�« …bzUH�« dFÝ ÊU� «–S�  ÆW¹ËU�²� W¹uMÝ     



∑∂

 UF	 ÔbK� WOK³I²�*« WLOI�« œU−¹ô ‰Ë«b'« Â«b�²Ý«

∫WOðü« …bŽUI�« s� W¹œUF�«  UF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�« V�×ð

›± ≠   Ê©Ÿ ´ ±® ¤Â
Ÿ  Ω WOK³I²�� ‚

 UNM� q�  UF�b� WOK³I²�L�« WLOI�« wDFð ‰Ë«bł X¾A½√ WOK³I²�L�« WLOI�UÐ W�U��«  UÐU�×�« qON�²�Ë
 dOG²L�«Ë  Ÿ  dOG²LK� WHK²�� rOI�  Ê  U¼œbŽ  «d²H�Ë  Ÿ  dF�Ð Îö¦� Î«bŠ«Ë Î«—UM¹œ Í√ …bŠ«Ë œuI½ …bŠË ÍËU�ð

 ∫ …bŽUI�« oO³D²Ð ÆÊ
± ≠   Ê©Ÿ ´ ±®

Ÿ   Ω  ›± ≠   Ê©Ÿ ´ ±® ¤±
Ÿ   Ω WOK³I²�� ‚

 …bŠ«Ë …bŠË UNM� q� w²�«  UF�bK� WOK³I²�L�« WLOI�UÐ mK³L�« «c¼ »dC½  Â  mK³L� WOK³I²�L�« WLOI�« œU−¹ôË
Æ©»U²J�« W¹UN½ w� ©±®r�— o×K� w� vDF� q�UJ�« ‰Ëb−�«® ‰Ëb−�« s� lDI� wðQ¹ ULO�Ë

œuI½ …bŠË UNM� q�  UF	b� WOK³I²�*« WLOI�«

•∂ •µ •¥ •≥
± ± ± ± ±

≤[∞∂∞∞ ≤[∞µ∞∞ ≤[∞¥∞∞ ≤[∞≥∞∞ ≤
≥[±∏≥∂ ≥[±µ≤µ ≥[±≤±∂ ≥[∞π∞π ≥
¥[≥∑¥∂ ¥[≥±∞± ¥[≤¥∂µ ¥[±∏≥∂ ¥
µ[∂≥∑± µ[µ≤µ∂ µ[¥±∂≥ µ[≥∞π± µ
∂[π∑µ≥ ∂[∏∞±π ∂[∂≥≥∞ ∂[¥∂∏¥ ∂
∏[≥π≥∏ ∏[±¥≤∞ ∑[∏π∏≥ ∑[∂∂≤µ ∑
π[∏π∑µ π[µ¥π± π[≤±¥≤ ∏[∏π≤≥ ∏

 œbŽ
 «d²H�«

…b??zU???H???�«  dF???Ý



∑∑

 w¼ bŠ«Ë —UM¹œ UNM� q� WLO�Ë •∂ Á—«bI� …bzU� dF�Ð µ U¼œbŽ  UF�b� WOK³I²�L�« WLOI�« Ê√ ‰Ëb−�« sO³¹Ë
 ¨©•∂® dF��« fHMÐ —UM¹œ ∂∞∞ UNM� q� W¹ËU�²�  UF�b� WOK³I²�L�« WLOI�« œU−¹« U½œ—√ «–S�  Æ—UM¹œ µ,∂≥∑±

Æ—UM¹œ ≥≥∏≤,≤∂  Í√  µ,∂≥∑±x ∂∞∞ ÍËU�ð WLOI�« Ác¼ ÊS� ¨© «d²�µ® WOM�e�« …d²H�« fHM�Ë

∫©±® s¹d9

 —UM¹œ¥∞∞ UNM� q� WLO�Ë ±∞ U¼œbŽ W¹ËU�²�  UF�b� WOK³I²�L�« WLOI�« bł ¨»U²J�« W¹UN½ w� ‰Ëb−�« s� 
Æ•∏ U¼—«bI�  W³�d� …bzUHÐË

 ∫©≤® s¹d9
…bL� •µ …bzUH�« dF�Ð —UM¹œ ∏∞∞ UNM� q� WLO� W¹ËU�²� W¹uMÝ  «dO�uð WKLł bł ¨‰Ë«b−�« Â«b�²ÝUÐ

Æ «uMÝ ±∞

 UF	bK� WO�U(« WLOI�« œU−¹ô ‰Ë«b'« Â«b�²Ý«

∫W�œUFL�« s�  UF�bK� WO�U×�« WLOI�« V�×ð
›  Ê≠©Ÿ ´ ±® ≠ ±¤Â

Ÿ   Ω WO�UŠ ‚

 q� WLO�Ë W¹ËU�²�  UF�b� WO�U×�« WLOI�« wDFð ‰Ë«bł X¾A½√ WO�U×�« WLOI�UÐ W�U��«  UÐU�×�« qON�²�Ë
∫…bŽUI�« o�Ë ¨Ê  U¼œbŽ  «d²H�Ë   Ÿ   dF�ÐË  …bŠ«Ë œuI½ …bŠË UNM�

›  Ê≠©Ÿ ´ ±® ≠ ±¤±
Ÿ   Ω WO�UŠ ‚

Æ…bŠ«Ë œuI½ …bŠË UNM� q� w²�«  UF�bK� WO�U×�« WLOI�UÐ mK³L�« «c¼ »dC½  Â  mK³L� WO�U×�« WLOI�« œU−¹ôË
Æ ‰Ëb−�« w� qÐUIL�« œbF�« x Â ΩWO�U×�« WLOI�«

w� ©≤® r�— o×K� w� œułu� q�UJ�« ‰Ëb−�«® WO�U×�«  WLOI�UÐ ’U��« ‰Ëb−�« s� lDI� wðQ¹ ULO�Ë
Æ©»U²J�« W¹UN½



∑∏

œuI½ …bŠË UNM� q�  UF	b� WO�U(« WLOI�«

•∂ •µ •¥ •≥
∞[π¥≥¥ ∞[πµ≤¥ ∞[π∂±µ ∞[π∑∞π ±
±[∏≥≥¥ ±[∏µπ¥ ±[∏∏∂± ±[π±≥µ ≤
≤[∂∑≥∞ ≤[∑≤≥≤ ≤[∑∑µ± ≤[∏≤∏∂ ≥
≥[¥∂µ± ≥[µ¥∂∞ ≥[∂≤ππ ≥[∑±∑± ¥
¥[≤±≤¥ ¥[≥≤πµ ¥[¥µ±∏ ¥[µ∑π∑ µ
¥[π±∑≥ µ[∞∑µ∑ µ[≤¥≤± µ[¥±∑≤ ∂
µ[µ∏≤¥ µ[∑∏∂¥ ∂[∞∞≤± ∂[≤≥∞≥ ∑
∂[≤∞π∏ ∂[¥∂≥≤ ∂[∑≥≤∑ ∑[∞±π∑ ∏
∂[∏∞±±∑ ∑[±∞∑∏ ∑[¥≥µ≥ ∑[∑∏∂± π
∑[≥∂∞± ∑[∑≤±∑ ∏[±±∞π ∏[µ≥∞≤ ±∞

 Îö¦� WM��« w� •µ dF�Ð π U¼œbŽË —UM¹œ ± UNM� q� —«bI� W¹ËU�²�  UF�b� WO�U×�« WLOI�« Ê√ ‰Ëb−�« sO³¹Ë
 ∑,±∞∑∏ q�UFL�« »dC½ UM½S� ©—UM¹œ ±∞∞∞ WF�œ q� WLO�® —UM¹œ ±∞∞∞ mK³L�« ÊU� «–S�  Æ—UM¹œ ∑,±∞∑∏ w¼

Æ—UM¹œ ±∞∞∞ UNM� q� WLO� w²�«  UF�bK� WO�U×�« WLOI�« b−M� mK³L�UÐ
Æ—UM¹œ ∑±∞∑,∏ Ω ∑,±∞∑∏ X ±∞∞∞ Ω WO�U×�« WLOI�«

∫©±® s¹d9
ÆWM��« w� •∂ …bzUH�« dF�Ð—UM¹œ ∏∞∞ UNM� q� W¹ËU�²�  UF�œ dAF� WO�U×�« WLOI�« bł ‰Ë«b−�« Â«b�²ÝUÐ 

 ∫©≤® s¹d9
 q� WLO� W¹ËU�²� W¹uMÝ ◊U��√ WO½ULŁ vKŽ ÷dI�« œ«bÝ vKŽ pM³�« l� oHð«Ë ‰UL�« s� ÎUGK³� dłUð ÷d²�«

 ø÷dI�« WLO� U� ÆWM��« w� •∏ W³�dL�« …bzUH�« dF�ÐË —UM¹œ ±∞∞∞∞ UNM� j��
Æ©q×�« w� ‰Ë«b−�« Âb�²Ý«®

 œbŽ
 «d²H�«

…b??zU???H???�«  dF???Ý



∑π

ÆÎU¹uMÝ `Ðd�« ·UC¹Ë WM��« w� •¥ V�dL�« `Ðd�« dF�Ð pMÐ w� UNFC¹Ë WMÝ q� —UM¹œ ∂∞∞∞ bLŠ√ d�u¹ ±
ø «uMÝ ±∞bFÐ bLŠ√  «dO�uð WKLł U�       

 V�×ð W{dIL�«  «—UIF�« W�dý X½U� «–S� ¨XOÐ ¡UMÐ w� UN�«b�²Ýô —UM¹œ ∂∞∞∞∞ bM¼ X{d²�« ≤
 W¹uMÝ  UF�œ vKŽ ÷dI�« œ«bÝvKŽ bM¼ l� XIHð«Ë ¨WMÝ q� ·UCðË WM��« w� •π W¹uM��« …bzUH�« 

øW¹uMÝ WF�œ q� —«bI� UL� ÎU�UŽ s¹dAŽ …d²� vKŽ W¹ËU�²� 

÷«d²�ô« W¹«bÐ s�  «uMÝ ±∞ bFÐ wN²Mð W¹uMÝ  UF�œ vKŽ U¼œ«bÝ b¹d¹Ë Î«—UM¹œ ≤∞∞∞∞ dłUð ÷d²�« ≥
WF�œ q� —«bI� UL� ¨WMÝ q� ·UCð WM��« w� •∏ W³�dL�« …bzUH�« dFÝ V�×¹ ÷dIL�« pM³�« ÊU�  «–S�       

øW¹ËU�²L�«  UF�b�« s�       

Vždð UL� ¨ÎU¹dNý ·UCðË WM��« w� •∏ W³�dL�« …bzUH�« dFÝ pMÐ s� —UM¹œ≤∞∞∞∞ ÷«d²�« œUFÝ b¹dð ¥
øW¹dNý WF�œ q� WLO� UL�ÆW¹ËU�²� W¹dNý  UF�œ vKŽË ÷«d²�ô« a¹—Uð s� sO²MÝ ‰öš mK³L�« œ«bÝ w�       

W¹uM��« …bzUH�« dFÝ ÊU� «–≈ —UM¹œ ±∞∞ UNM� q� WLO�Ë ∂≥ U¼œbŽ W¹ËU�²� W¹dNý l�b� WOK³I²�L�« WLOI�« U�  µ
ødNý q� ·UCðË WM��« w� •µ W³�dL�«        

©≥ ≠ ≥® qzU?��Ë s¹—U9



∏∞

∫W�UŽ WFł«d�

©± ≠Ê
Õ®≤ Ω ±´ÊÕ     ¨      ≥ Ω ±

Õ ∫WO�U²²L�« s� v�Ë_« W�L��« œËb×�« V²�√ ±

Æø±∞∞∞ sŽ qIð w²�«Ë ∑ œbF�«  UHŽUC� ŸuL−� U� ≤

qOJAð dL²Ý« «–≈ Æ·uH� w� W³ðd�  «d� —ËU−L�« qJA�« q¦L¹ ≥
ÆÎUH� ÊuŁöŁ Ê ÒuJð v²Š jLM�« fHMÐ ·uHB�«  

ÆsOŁö¦�« nB�« w�  «dJ�« œbŽ bł √  
Æ·uHB�« lOLł s¹uJð w� X�b�²Ý« w²�«  «dJ�« lOLł œbŽ bł »  

Æ≤Ê u¼ ÎUH�  Ê   ‰Ë√ w�  «dJ�« œbŽ Ê√ sOÐ ?ł  

—«bILÐ »UO�½ô« ‰bF� b¹«e²¹ cš√ rŁ v�Ë_« WŽU��« w� d²� ±∞ —«bILÐ ÷uŠ w� —u³M� s� ¡UL�« »U�½« ¥
ø÷u×�« ¡ö²�ô Âe� Íc�« s�e�« UL� Î«d²� ±≥∂ ÷u×�« WFÝ X½U� «–≈ ÆWO�Uð WŽUÝ q� w� d²�≤ 

∫œ«bŽ_« jš vKŽ q×�« WŽuL−� q¦�Ë Õ w� sO²Oðü« sO²M¹U³²L�« s� Îö� qŠ µ
 ≤ ≠ ”    ± ´ ”≤ √  
∑  µ ´ ”¥  ≥≠ »  

± ´ ”≤  ’  ∫ÂUEM�« UO½UOÐ qŠ ∂
±µ  ’ ´ ”      

∞  ”      
µ  ’  ∞      

Æ◊ËdA�« Ác¼ sL{   ’µ ´ ”≥   —«bILK� ÈdGB�«Ë vLEF�« WLOI�« błË√ rŁ
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